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CHAÎNE DE MARKOV ERGODIQUE (N2) 

(15 / 06 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020) 
 

(i) Soit X = (Xt)t  T une chaîne de MARKOV en temps discret (avec T = N), à 

espace d’état fini X = {1,..., k} = Nk* et à probabilités de transition stationnaires 
(cf stationnarité). On suppose ce processus déterminé par la loi initiale : 
  

(1) px  =  P([X0 = x0]),  x0  X,  

  
et par les probabilités de transition successives : 
  
(2) pxy  =  P([Xn+1 = y] / [Xn = x]), 
  
éléments de la (k,k)-matrice P = (pxy), avec P ek = ek (matrice stochastique à 
droite). 
  
Si X est une chaîne récurrente et possède une seule classe de récurrence, on dit 
que X est une chaîne ergodique (cf états d'une chaîne de MARKOV). 
  
(ii) Cette terminologie est justifiée par le théorème ergodique pour des chaînes de 
MARKOV finies suivant. Si l'on note v  Sk (simplexe de Rk) l'unique vecteur 
propre de P associé à la valeur propre  = 1 (ie P v = v), alors X vérifie la propriété 
d'ergodicité : 
  
(3) lim n  +   n-1 . (Ik + P + ... + P n-1)  =  A, 
  
avec la matrice A = [v' ... v']  Mk (R). 
  

Si f : X  R est une fonction numérique donnée et Y = (Yn)n  N le processus défini 

par (changement de variable aléatoire dans l'espace des états) Yn = f (Xn),  n  
N, on établit la loi forte des grands nombres pour les chaînes de MARKOV finies 
: 
  

(4) Sn / n   p.s.  n  +   j=1
k vj . f (j) = , 

  

avec Sn = i=0
n-1 Yi et vj = prj v. 

  
Si l'on pose (notations matricielles) : 
  

Z  =  (Ik - P + A)-1  =  (zij)(i,j) , 
(5) 

C  =  (cij)(i,j) , 
  

avec cij = vi . zij + vj . zji - ij . vi - vi . vj , 
2 = i=1

k j=1
 k f (i) . cij . f (j) = f ' C f, on établit 

la convergence simple : 
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(6) n-1 V Sn  n  +  2. 
 

Par suite, on établit les deux résultats fondamentaux suivants : 
  
 (a) théorème de la limite centrale pour les chaînes de MARKOV finies : 
  

(7) 2  0    L  (n-1/2 -1 (Sn - n ))  n  + N1 (0, 1) (loi normale) ; 

  
(b) loi du logarithme itéré pour les chaînes de MARKOV finies. Si 2  0, 

on a : 
  
 P (lim n inf Cn    )  =  1, si   1, 
(8) 

 P (lim n inf Cn    )  =  1, si    1, 
  
où Cn = (2 n ln2 n)-1/2 (Sn - n ) et ln2 n = ln (ln n) désigne le logarithme (népérien) 
itéré de n  N \ {0, 1}. 
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