DECOMPOSITION DE KARHUNEN-LOEVE (N7)
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Certains processus peuvent étre représentes sous la forme d'une série de va : c'est
le cas de la décomposition de KARHUNEN - LOEVE. L'étude de ce type de
décomposition est la base de I'analyse harmonique.

() Soit X ={(Q, T, P), (L, B), (X) T un processus stochastique tq :
(@) (&, B) = (R, BRr) (processus réel scalaire) ;

(b) T < R est muni de la tribu de parties B+, trace de la tribu Bgr sur T, et

9Bt est munie d'une mesure positive p (processus en temps continu) ;

(c) X est du second ordre : X € Lg? (Q, 7, P) (ie Xc e Le? (Q, T, P), VteT);

(d) X est un processus continu en moyenne quadratique (cf processus
continu dans LP), ie ses trajectoires t — X (o, t) sont tq :

(1) limciotscet E Xiez - X)? = 0, VteT.
On définit la fonction de covariance C de X selon :

(2) C(t 1t)=C (X, Xo), Y (t, 1) e T
et l'opérateur de covariance I' : Lg? (T, B 1, n) — Lg? (T, B+, ) selon :

@) T =g avecg(t)=]rC(t1f()du), VteT.

Sous certaines hypothéses, on montre qu'il existe une suite (f); < n d'éléments de Lg?

(T, Bt , n) et une suite (A)i . N décroissante de nombres réels (ie les valeurs
propres de l'opérateur I'), tq :

(@) (f)icn et une suite orthonormale dans Lg? (T, B+, p), ie:
@ T f0du) = &, Vi) e (N
(ou &;; désigne le symbole de KRONECKER) ;

(b)Ai>=0(VieN*) et lim;,,A=0;

(c) si (fi ® f) désigne l'opérateur, de rang 1, défini par :

5) h- {IT h (t) fi (t) du (1)} . fi;
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alors :
(6) F=Zi€N*7\,i(fi®fj);

(d) le second membre de I'équation suivante converge uniformément vers le
premier (cf convergence uniforme) :

(7) C(t,7) = Sien i fi(t).fi(x), V(tr)eT2

Ces resultats conduisent a la décomposition harmonique suivante de X, appelée
représentation de K. KARHUNEN - M. LOEVE :

(8) Xy = EXi+Zicn (). fi(1). &,

au sens de la convergence en moyenne quadratique du second membre vers le
premier.

Dans (8), les vars &; (V i € N*) définies par :

(n) "2 IT X-EX).fi)du(t) (Vitgnr>0),

9 &=
0 (Vitgai=0),

sont supposées avoir été normalisées (ie centrée réduites) (cf normalisation) et étre
non corrélées (cf corrélation), ie :

(100 E& =0 C(&,& =0, V(i) e (N
Les va n; (t) = (M) f, (t) & de (8) sont appelées composantes harmoniques de X ;
les fonctions f; sont dites (fonctions) harmoniques de X, et les va & sont appelées

composantes de X.

(i) Comme pour 'analyse en composantes principales, on peut écrire la variance
totale de X selon:

(11) VX = EJr (X -EX)2du(t) = [1C(r, 1) du(x) = Zicn M = trC.

La part de variance imputable & la composante (1" & vaut donc : A; / V X.

(iii) La représentation de KARHUNEN-LOEVE s'étend & des processus & valeurs
dans un espace de HILBERT ', muni de sa tribu borélienne 3.
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