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Comme toute densité, la densité spectrale peut se définir :

(a) soit comme dérivée (au sens de I'analyse) d’'une fonction de répartition
(la fonction de répartition spectrale) ;

(b) soit comme dérivée de NIKODYM-RADON d'une mesure (de probabilité)
associée a cette fr spectrale.

La notion concerne souvent des processus du second ordre.

(i) Soit X ={(Q, T, P), (&, B), (X¢)t < 7} un processus réel scalaire en temps discret
(avec T = Z), supposé étre un processus stationnaire en covariance
(stationnarité faible).

On appelle densité spectrale de X la transformée de FOURIER de sa fonction
d'autocovariance y : Z — R définie par 6 — y (06) = v (coefficient d'autocovariance
d'ordre 0). Si I'on note f cette densité spectrale, on a donc :

(1) f0) = 2n)" Zecz 70 e =@2n)" 29z y(O)cos (@h), VOeZ
Lorsque plusieurs processus sont considérés (ie lorsque X; est un processus
vectoriel), la fonction f est plutét notée fx ou encore fx (densité spectrale propre de
X).

(ii) Si lI'on note F la fonction de répartition spectrale de X, on a donc:

(a) f = F' (dérivée de F, définie A4-p.p.) ;

(b) f = dF / diq (dérivée de NIKODYM-RADON de |la mesure spectrale
associée a F, mesure aussi notée F, pr a la mesure de LEBESGUE).

Dans le cadre précédent, on montre que :

(a) f est une fonction numérique réelle, positive (ie f : R+— R:) et paire (ie f (-
0)=f(0),Vv0eZ);

(b) f est périodique, de période 2 1t ;
(c) f est continue ;

(d) la transformation de FOURIER étant injective, on a la formule de
réciprocité suivante (duale de (1)) :

@) v(0) =] f(@e ®®di (o) = i f(0)cos (0 6) do, Voez,
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ou I'on note (usuellement) dw pour dA4 (o) etou | = [-nt, +7] ;

(e) si X est centré (ie E Xy =0, VteT)etsi'on définit un processus a
retards échelonnés Y selon le filtrage linéaire suivant :

(3) Yt=2jez ijt-ja VtET,

ou la suite b = (b)), < z vérifie X < z |bj| < +, alors Y = (Yi); < T est aussi stationnaire en
covariance et I'on établit la formule de changement de densité spectrale (cf aussi
transfert de mesure) :

@) f,(0) = |Zocz boe' P . i (o), vV o € R.

(iii) Si x = (x¢); c T est une série temporelle engendrée par X (cf aussi trajectoire), on
définit la densité spectrale empirique de x (ou de X) selon (cf aussi
périodogramme) :

BG) fre=Crn" M " Z"e % . (0), VoeR

Si fr constitue ainsi un estimateur naturel de f (densité spectrale de X) (cf

statistique naturelle), celui-ci n'est cependant pas un estimateur convergent (en
probabilité) (ponctuellement) (cf aussi cospectre, estimateur du spectre).
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