ECHANTILLONNAGE (F1, F4, M)
(18 / 03 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

(i) Soit (Qt , 9+, P} < 7 une famille quelconque d’espaces probabilisés, dans
lesquels, pour toutt € T,

(a) 'ensemble Q; représente une population constituée d’événements
élémentaires ou d’unités statistiques ;

(b) ¢ est une tribu de parties de O ;
(c) Pt une mesure de probabilité définie sur 7 .

On dit que (Qt, 9+, Pt < 7 est un espace d’échantillonnage de base (ou
d’événements, ou d’unités), et tout éléement ® = (i) < T de la famille () < T est
appelé échantillon (d’événements ou d'unités), avec o; € Q;, Vte T.

On peut donc noter Q@ = (U7, = (T thctet L = (PieT.

Souvent, T est un ensemble fini de la forme NN* = {1 ,..., N} et 'on appelle alors
espace d’échantillonnage « a distance finie » (de base) (ou d’événements, ou
d’unités) la suite (finie) résultante (2, 9 n, Pn)n=1..N -

Si T est un ensemble dénombrable (eg T = N ou Z), on appelle parfois espace
d’échantillonnage « asymptotique » (de base) (ou d’événements, ou d’'unités) la
suite (infinie) résultante (Qn, 1, Po)neT -

(i) Soit alors (Xt , B ) « T une famille d’'espaces d'observations, aussi indexée par
T, et X = (X¢)t < T une famille de variables aléatoires X;: Qi+~ Xt .Onnote, Vit e T,

PXV ou 2 (Xy) la loi de probabilité de X; (ie 'image de P; par X;) (ot X(t) désigne par
commodité X).

On dit que (&, B, PXY), . 1 est un espace d’échantillonnage d’observations

(ou de mesures, au second sens), et tout élément x = (x); T de la famille (L) c T
est appelé échantillon (d’'observations ou de mesures, au second sens), avec x; =

Xt(O)t)E.Q;t,VtET.

On peut donc noter X = Xi)ie1, L = (Liet, B = (B)icret @ =P V) 1.
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appelée espace d’échantillonnage « a distance finie » (d’observations ou de
mesures).

Si T est dénombrable, on appelle parfois espace d’échantillonnage
« asymptotique » d’observations (ou de mesures) la suite (infinie) résultante ('
, B, Py o1

(iif) Les définitions précédentes concernent ainsi des échantillons soit d’unités o, soit
d’observations x = X (o) d’'une variable X effectuées sur ces unités.

Chaque type d’échantillon est donc défini en sorte que chacun de ses éléments
appartient a un ensemble (population ou espace d’observation) distinguable a priori :

oa=(oat)teT,avecooteQt,VteT, etX=(Xt)t€T,avecXt(o;)t)=xteQ,"t,VteT.

En pratique, une situation statistique courante suppose :

(a) dans le cas des unités, que, pourtoutt e T, %t =Qp, I1=T et Pr =Py
(données de base identiques) ;

(b) dans le cas des observations, que, pour toutt e T, &1 = Lo, Bt = By et
PX® = pX© (données d’observation identiques).

On dit alors que 'espace probabilisé (Q2, 9, P) est :
(a) un espace d’échantillonnage (a distance finie N) ssi il peut s’écrire sous

forme de « puissance » (cf produit d'espaces mesurés, avec mémes espaces
facteurs) :

(1) (@M, TN, PN,

dans laquelle g'0® N désigne la puissance tensorielle d’'ordre N de 9 et Po® N celle
de la mesure de probabilité Py ;

(b) un espace d’échantillonnage (asymptotique) ssi il peut s’écrire sous
forme de « puissance infinie dénombrable » :

(2) (QON, g-o® N’ P0® N).

De méme, on dit que I'espace probabilisé (U, B, L) est :

(a) un espace d’échantillonnage (a distance finie N) ssi il peut s’écrire sous
forme de « puissance » (mémes espaces facteurs) :
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(3) (xON’ '@0@ N’ (PX(O))®N),

dans laquelle B, ", désigne la puissance tensorielle d’ordre N de B, et (P*®)®N

celle de PX@ .

(b) un espace d’échantillonnage (asymptotique) ssi il peut s’écrire sous
forme de « puissance infinie dénombrable » :

(4) (‘%‘ON, $0® N’ (PX(O))®N).

(iv) Souvent (eg en théorie des sondages), les « données » du probleme considéré
sont plus simples et concernent des ensembles finis.

Soit Q = {w1 ,..., ®q} un ensemble fini donné (population) (Card Q = M, avec M > 2).

On appelle (procédé d') échantillonnage de taille N dans Q la réalisation d'une
expérience aléatoire définie par un espace probabilisé de la forme :

2 (@, 2@"), 0,

dans laquelle TT est une mesure de probabilité (en général fixée a priori) définie sur
2 (QN). Un élément o de QN s'écrit donc :

B) o=(ov1,..., oN), avec o, € Q, V n € N\

Si M et N sont donnés, IT suffit a décrire I'échantillonnage (schéma probabiliste de
tirage).

(v) Les deux exemples suivants sont classiques :

(a) I'échantillonnage bernoullien, ou échantillonnage avec remise, pour
lequel (cf échantillon bernoullien, échantillon avec remise, tirage bernoullien) :

4) Mo} = MY, v {0} e 2(QY);

(b) I'échantillonnage exhaustif, ou échantillonnage sans remise, pour
lequel (cf échantillon sans remise, tirage exhaustif) :

MM-1)...(M-N+ 1)} surAq,
(6) Mo} =

0 ailleurs,

ol Aq est la partie de QV dont les N-uples ® = (@1 ,..., ®n) ont des coordonnées
distinctes deux a deux. Autrement dit, IT ({}) = (AN™)" (nombre d’arrangements sans
répétition) sur Ag, .
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(v) Lorsque des statistiques dérivées d’'un échantillon ne possédent pas certaines

propriétés sastisfaisantes (biais, variabilité), le statisticien peut parfois procéder a ré-

échantillonnage. Deux méthodes de ré-échantillonnage importantes sont alors :
(a) la méthode de EFRON ;

(b) la méthode de QUENOUILLE.
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