EQUATION INTEGRALE (A5, A7)
(18 / 04 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I’ (ou les) « inconnue(s) »
sont des fonctions.

(i) Soit (T, B, 1) un espace mesuré :

(a) on appelle noyau sur (T, B+, u) toute fonction mesurable (cf application
mesurable) a valeurs complexes :

1) K:T°—C;

(b) on appelle noyau de E.I. FREDHOLM, ou noyau de V. VOLTERRA, un
noyau Ttq T e Le? (T2, B15 2 1 ® p). Si x e L (T, Br, p), on définit un

endomorphisme continu de I'espace de HILBERT L¢? (T, B, p) appelé opérateur
de E.l. FREDHOLM, encore noté K, selon :

(2) K:xb—>y = K(x), avec y(t)=IT K (t, u) x (u) du (u), VteT.

(i) On appelle équation intégrale (linéaire) de E.l. FREDHOLM une équation
fonctionnelle (en x) de la forme :

(B) KX-ix =y,
ou A € C, Kety sont donnés.

On distingue plusieurs espéces (ou formes) d'équations de FREDHOLM :
(a) 'équation de premiére espéce :

@) FKEux@di) =y, VteT;
(b) I'équation de deuxiéme espéce :

(5) x(®-%. JrKtuxUdu) =y, YteT;
(c) 'équation de troisiéme espeéce :

(6) a(t)x(t)-?».jT K@t ux(u)du(u) =y(@t), VteT.

(iii) Lorsque T =[a, b] c R et u = A1 (mesure de LEBESGUE), on appelle équation
de V. VOLTERRA :

(a) de premiére espéce I'équation :
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7 Jd Kt u)xu)du = y ), VteT;
(b) de deuxiéme espéce I'équation :
®) xM-%. JiK@EuxUdu =y@t), VteT:
(c) de troisiéme espéce |'équation :
© a)x®-1. .t Kt uxudu =y, VteT.
(iv) On définit aussi des équations non linéaires :

(a) celles de FREDHOLM s'obtiennent en remplacant les intégrales des
formules (4), (5) et (6) par l'intégrale :

(10) J7 K(t, u, x () du (u),
ou K : T > C est encore appelé noyau de I'équation intégrale ;

(b) celles de VOLTERRA s'obtiennent en remplacant les intégrales des
formules (7), (8) et (9) par l'intégrale :

(1) Kt u, x (u)) du,
ou K : [a, b]®  C est aussi appelé noyau de I'équation intégrale.
(v) En pratique, les noyaux peuvent étre de formes trés variées, eg :
(a) le noyau de J. LIOUVILLE - G.F.B. RIEMANN :
t= (t-u) ! si0<u<t<t,
(12) K{(tu) =
0 sit<u<1,
dans lequel T=[0,1]eta>1;
(b) noyau de G.H. HARDY :
u*t*’  sio<uc<t<,
(13) K{(tu) =

0 sit<uc<1,

dans lequel T=[0,1]eta>1;



(c) noyau de T. MERCER (noyau dégénéré) :

(14) K (tu) = It £t v)g (v, u)du (v),

dans lequel T est quelconque ;

(d) noyau de E.J.B. GOURSAT (noyau dégénéré), ou T est quelconque :
(15) Kt u) = Zi=® £ (1) gj (u),
dans lequel T est quelconque, fi: T>Cetgj: T C, Vj e Ny~
(vi) La résolution des équations intégrales est fondée sur plusieurs résultats : théorie
des opérateurs (alternative de E.|. FREDHOLM), équations différentielles,
approximations par différences finies (« discrétisation » des équations) et algébre
linéaire.
A titre d’exemple, I'équation élémentaire pr a la fonction numérique y :
(16) y = a-A1.]ydt

dans laquelle a € R, peut étre résolue par une méthode itérative. Ainsi :

(a) on choisit pour valeur initiale a Ia fonction y© = 0, d'ou y™ = a - & . | y© dt

(b) la valeur suivante se calcule selon y = o.- 4. [y dt ;

(c) 'équation n° j étant de la forme y0' = o - & . [ yi dt, v j > 2.
(vii) En calcul des probabilités aussi bien qu’en Statistique, des transformations
intégrales tq (2) sont trés utilisées : transformation de FOURIER, transformation

de LAPLACE, transformation de MELLIN, théorie des processus (cf équation de
renouvellement).
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