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Les équations normales sont des équations estimantes particulieres, qui
interviennent principalement dans I'étude du modéle de régression ou d’autres
modeéles analogues.

L’écriture et la terminologie adoptent souvent la forme plurielle lorsqu'elles se
référent a un « ensemble » d’équations normales « scalaires », ie a une suite
(finie) de conditions nécessaires du premier ordre.

Lorsque la notion est définie dans un contexte « vectoriel », 'espace d'observation
disponible est un espace vectoriel (eg RN): on parle alors d’équation normale
(vectorielle) au singulier.

(i) Soity=z+u,avecz=Xb,Eu=0etVu=Z%X>0, un modéle de régression
linéaire, exprimé dans un espace d'observation vectoriel (fini), de dimension N
(généralement RV).

On appelle (ensemble des) équations « normales » du modéle linéaire précédent
la suite des équations exprimant les conditions du premier ordre nécessaires pour
minimiser ||y - z||s (distance de y a z dans la métrique définie par la dispersion %),
ietq:

0 lly-2zl* = (y-2)=" (y-2).

Comme |Julls? = |ly - zlI:2 = |ly - X b||s> = (y - X b)' =" (y - X b), l'annulation de la
dérivée premiére pr a b définit I'équation normale vectorielle :

(1) Xz'Xb=Xx3"y.

Réécrite sous la forme :

(1) Xz'(y-Xb)=X3z"u =0,

cette équation s'interpréete ainsi : lorsque b est solution de (1), les vecteurs colonnes
de X sont orthogonaux (dans la métrique = ainsi définie dans R") au vecteuru =y - z

représentant la perturbation aléatoire.

(i) Dans le cas d'un modeéle non linéaire de régression y = F(b) + u, avec E u = 0 et
V u=X>0, lanotion se transpose directement.

L’équation normale est alors I'équation (vectorielle) traduisant la condition du premier
ordre nécessaire pour minimiser la distance ||y - z||x de y a z selon la métrique X.
Ceci implique que la dérivée premiére de I'expression :

(2 ulls® = lly-2lls® = lly-F®ls* = (v-F(b)) =" (v - F(b))
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pr a b est nulle, ce qui conduit a 'équation normale :

(3) (DF(b)) =" F(b) = (DF(b)) ="y,

ou D F(b) est la matrice de I'application dérivée D F ¢ 2 (R%, R") de F au point b
e R
Comme précédemment, I'équation (3), réécrite selon :

(3 (DF(b)y =" (y-F(b) = (DF(b)="u =0,

s'interpréte ainsi : lorsque b est solution de (3), les vecteurs colonnes de D F(b) sont
s-orthogonaux (dans RM) au=vy-z

En particulier, si Q = K et F(b) = X b, (3) se réduit a (1).

(i) Dans I'expression équations normales, le qualificatif « normal » dérive de

I'hypothése de normalité u ~ A’y (0, ) (loi normale multidimensionnelle),
souvent supposée dans la méthode des moindres carrés.

Ainsi (eg en matiére de test ou d’estimation par vraisemblance), on suppose que y
lz~ NN (z %), ie de fagon explicite que 22 (y / X) = N’ (X b, £) dans le cas linéaire,
ou que £ (y/ X) = N’ (F(b), £) dans le cas non linéaire.

Cependant, cette hypothése de normalité n'est pas nécessaire a la définition de la
méthode des mco elle-méme.
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