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Dans la théorie ergodique, I'ergodicité d'un systéme aléatoire est une propriéteé tq
celui-ci tend, selon un mode de convergence stochastique donné, vers un état
limite indépendant de I'état initial (cf convergence stochastique) (cf aussi équilibre,
moyenne d'ensemble).

Transposée a I'étude des processus ou des séries temporelles, la notion regoit de
nombreuses applications qui en précisent le contenu : eg chaine de MARKOV
ergodique, mesure ergodique, théoreme de BIRKHOV, théoréeme ergodique,
théoreme ergodique maximal, théoréme ergodique pour des chaines de
MARKOV, etc.

(i) A titre d'exemple, soit X = {(QQ, 7, P), (C, Bc), (Xi) < T} un processus complexe
scalaire en temps discret (T = Z), v : C™" — C une fonction mesurable (ot H e N*

est donné) (cf application mesurable) et T € N* un nombre entier. On suppose que
X est un processus stationnaire en covariance.

On appelle moyenne temporelle de v la va suivante :
T 2"y (X, Xest ponny Xes)

T-1 {\II (X1 ’ X2 gy X1+H) +...+ \lf (XT y XT+1 gooog XT+H)}.

On dit que X est un processus ergodique (au sens quadratique, ou dans L?) ssi,
pour toute fonction wy, la moyenne temporelle de y converge en moyenne
quadratique vers la moyenne théorique de v, ie (cf convergence en mq) :

(2)  pr(w) >"Y 1500 Ew (X, Xest yeens XieH), VteN" etV He N,
I'espérance du second membre étant calculée avec P.

Ainsi, la moyenne temporelle (membre de gauche de (2)) convergeant vers la
moyenne théorique (membre de droite de (2)), la premiére peut constituer un
estimateur de la seconde dés qu'on dispose d'une seule « réalisation » (trajectoire
ou série temporelle) de X et que T >> 0.

Ce résultat est fondamental dans les domaines de connaissance ou un
phénoméne donné ne peut étre observé qu’a travers une seule trajectoire
(temporelle), et non pas a l'aide de plusieurs séries temporelles simultanées du
méme processus : phénoméne « historique », répétitivité impossible, etc. En effet,
considéré comme un systéme, un phénomeéne peut alors s’associer a un processus :

(a) si ce processus est un processus autorégressif (scalaire ou vectoriel), et
que des tests le confirment, il est alors « autogéne » et peut de fagon autonome étre
prolongé dans le futur (cf extrapolation, projection) ;
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(b) si le processus considéré est ergodique (hypothese a tester), on peut
utiliser la moyenne temporelle, au lieu d'une moyenne « inter-individuelle » ou
« spatiale », pour résumer les proprietés du phénoméne (eg ses propriétés
asymptotiques).

L’étude de la « vitesse de convergence » relative a la propriété (2) joue donc aussi
un réle important.

(i) L'exemple précédent se généralise a un processus matriciel (ie a valeurs dans

ed Mmn (C)) ou a un processus doté d'un espace du temps (T, B, p), dans lequel
u est une mesure positive et T posséde un point a l'infini.

La moyenne temporelle est alors définie selon :

3)  pr(y) = J1w (X, Xeer 1onns Xeorr) dpt (1)

ou p est supposée de masse unité (ie p (T) = 1). La propriété d’ergodicité s’exprime
encore sous la forme (2).

(iii) On peut étendre les défintions a d'autres modes de convergence stochastique
que celle en moyenne quadratique: eg convergence presque sure ou
convergence en loi (cf aussi convergence stochastique).

L'ergodicité d'un processus est souvent associée a celle de stationnarité. Dans
I'étude d’une série temporelle issue d'un processus stationnaire, I'hypothése
d'ergodicité, lorsqu'elle peut étre testée, autorise donc le calcul d'estimateurs d’'une
caractéristique de la loi du processus a l'aide d'une seule « observation » (la
trajectoire du processus).

D'ou l'intérét porté a I'étude des processus ergodiques : en effet, si un processus est
ergodique, les parameétres de sa loi admettent, en général, des estimateurs
convergents.

(iv) Une chaine de MARKOV est un exemple de processus qui peut posséder des
propriétés d'ergodicité.
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