ESPACE VECTORIEL (A3)
(22711 /2019, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2019)

(i) Soit E un ensemble et K un corps commutatif.
On dit que E est un espace vectoriel sur K, ou un K-espace vectoriel, ssi :

(a) il existe une loi de composition interne sur E, appelée addition et notée +,
définie par une application (x, y) — x + y de E? dans E, et qui fait de (E, +) un

groupe abélien (dont I'élément neutre est noté 0 ou Og) ;

(b) il existe une loi de composition externe sur E, appelée homothétie et

notée . (ou sans symbole particulier), définie par une application (A, X) > A . x de K x
E dans E, ettq:

Au.x) = (L. p)x, v (A, u, X) € K> xE,
(1)

1. x=%x, VxekE;

(c) les deux opérations précédentes se « distribuent » entre elles comme suit
(propriété de distributivité mixte) :

A.X+ X, v (A, X) € K2xE,

(A + ). x
(2)
A.(X+y) = A.xX+A.Yy, V(I,x,y)erEz.

(i) Ainsi, la puissance cartésienne E = K" de K, ol n € N*, est un espace vectoriel
sur K lui-méme. Un élément x € K" se représente généralement par un vecteur

colonne x = (X1 ,..., Xn)'.
Trés souvent, ona K=Rou C.

De méme, I'ensemble M, (K) des (m,n)-matrices sur K est un espace vectoriel.

(iif) Une partie L de E est appelée sous-espace vectoriel (sev) de E ssi L est elle-
méme un espace vectoriel (pour la restriction a L des deux opérations précédentes :
addition et homothétie).

(iv) Soit L un sev de E. On dit que M est un sous-espace vectoriel supplémentaire
de L, ou que L et M sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires entre eux,
SSi :

(3) L+M =E, ouL+M={xel,yeM:x+yekE}

On note souvent L ®© M au lieu de L + M.

(v) Les espaces vectoriels interviennent dans toutes les branches de la Statistique.
lls sont souvent dotés d'une structure topologique (ou topologie) (cf espace
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vectoriel topologique) ou d'une structure mesurable (cf espace vectoriel
mesurable) (associée aux opération linéaires précédentes).





