FILTRE DE KALMAN (J, N3)
(26 /04 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Le filtre de KALMAN est un exemple classique de « filtrage » d'un processus
stochastique, mis en oeuvre eg en théorie du signal.

(i) On considere un systéme aléatoire linéaire et stationnaire, en temps discret (T =
N), défini par la donnée :

(a) d'un processus Z = {(Q, 7, P), (R®, B(R®)), (Z): < 1}, parfois appelé signal
utile, ou signal pur ;

(b) d'un processus Y = {(Q, 7, P), (R®, B(R®)), (Y:) < 1}, parfois appelé signal
perturbé, ou signal observé, ou signal mesuré ;

(c) d'un processus X = {(Q, 7, P), (R, B(RX)), (X < 1} appelé processus
des états (cf état, espace des états) ;

(d) de deux processus de bruit blanc u = (Uy);ic T et v = (v c 1, le premier étant
dit bruit perturbateur, ou bruit de mesure, et le second bruit du systéme ;

(e) d'un systéme d'équations linéaires qui s'écrit :
(1) Yy = Zi+uy (équation d'état),
2) Zi = AX (équations de mesure),
(3) X1 = BXi+w (équation de transition d’état a état, ou entre états),
expressions dans lesquelles A € Mgk (R) est une matrice de mesure et B € Mk (R)
une matrice de transition, ou matrice de dynamique (a distinguer de I'autre notion

de matrice de transition).

On cherche a transformer Y pour obtenir un estimateur optimal (au sens
quadratique) Z~ du signal Z (cf optimalité).

(ii) Le filtre de R.E. KALMAN est un filtre récursif et linéaire qui permet d'obtenir un
« estimateur » (ou prévision) X~ de X, donc, d'aprés (2), I'estimateur cherché Z~ de
Z.

La construction du filtrage s’effectue comme suit :

(a) on suppose que u et v sont des bruits gaussiens, avec V u; =X, , V vt =
YwetC (u,v)=2,,VteT,;

(b) le « meilleur » estimateur X;” de X; minimise la variance de l'erreur :

(4) Et = Xt~ = Xt .
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Ce n'est autre que I'espérance conditionnelle :
5) X = EXt/ Y1, Yz ,...);
(c) on montre que :
6) Xt = EXt1/ Yer,...) + E X1 1 Ky),
ou K; =Yi- E (Yt/ Y1 ,...) définit 'innovation de Y, . Par suite :
Xirt™ = B X + E X1 1 Ky),
(7)
Ki = Yi-AX .
La formule d'ajustement (de R.E. KALMAN) s'écrit finalement :
8) Xwi = BX{+K (@) (Yi-AX),
ou K (t) € Mke (R), appelée matrice de R.E. KALMAN, s'exprime selon :
(9 K@ = {BZMA+Zuw} AT () A +Zu),

espression dans laquelle on note, V t € T, les matrices de dispersion et de
covariance selon :

Vu = Zu,

(10) Vv

Zw,
C(ut,ve) = Zuw,
etou X (t) e Mk (R) est, V t € T, déterminée par récurrence selon :
(11) T(t+1) = BT ()B' +Zw-{BZ(t) A+ 2} {AZ (t) A"+ .} {A' S (1) B + 2w},

expression dans laquelle X (0) désigne la solution de la condition initiale = (0) = X,
+B X (0)B"

(iii) Le filtre de R.E. KALMAN se décrit de facon analogue pour un systéme en
temps continu.

(iv) Dans le cadre du modele de régression, le filtre de R.E. KALMAN peut
s'introduire de la maniére suivante. On dispose de deux jeux d’observations (yi)=1...1

par un modeéle linéaire (équation d'observation, ou équation « observée ») dans
un espace d'observation RN) :

(12) y1 = Xibt+ uy, avec uy ~ N (0, Zuu(t)) (loi normale centrée),
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dans laquelle u; représente l'erreur d'observation et les parameétres aléatoires b
varient selon une équation, dite équation de systéme :

(13) bt = Mib¢1+Vvi, avecvi~ L/V’K (0, Zvv(t)).

On suppose aussi que M; € Mk (R), que Z, (t) et 2,y (t) sont connues, V't € T, et que
ut et v, sont indépendants (ou seulement non corrélés) si t # t.

Le théoreme de BAYES conduit a la loi conditionnelle a posteriori de b1 :

(14) f(bm /yt_1 ,) = JV,K (].Lt_1 , Zt_1),

avec -1 = E (bt_1 /yt_1 ,) et>iq1 = V (bt_1 /yt_1 ,)

La procédure récursive de R.E. KALMAN s'effectue ici en deux étapes. A l'instant t
€ NT* .

(a) avant I'observation de y; , la loi conditionnelle a priori de b; se déduit de
(13) et (14), ie:
(15)  L(bi/ye1) = Nk (M per , My Zeq MY + 2y (1)) ;

(b) aprés observation de y;, la loi conditionnelle a posteriori de b; devient :

(16) L/ Ui, ye1,...) = M (e , Zt),

expression dans laquelle u; = Vi - ytA représente l'erreur de prévision des moindres
carrés portant sur y; (avec y; = X; Mt ut.1), etou :

A

e = Mg + Ne Xy {20 (1) + Xi Ny Xt'}-1 U,

A

(17) %

Ni - Ni X¢' {Zou () + Xe Ne X3 Xe Ny,
Nt = Mt 241 Mt' P Bigy (t)

En effet, dans (16), il est équivalent de conditionner b; pr a u;’ ou pr a y; puisque la
donnée de u; = ;- y; équivaut a celle de y; (y; est connue car X;, M; et p.¢ le sont).

On peut ainsi interpréter le filtrage de R.E. KALMAN comme une procédure
bayésienne de mise a jour récursive :

(a) estimation préliminaire de by ;

(b) puis prise en compte de y; (ou de I'erreAW u;) a l'aide d'une terme correctif
dans (17) (dans laquelle le terme précédant u; n'est autre que l'estimateur des
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moindres carrés obtenu par régression de b; sur u; (cf méthode des moindres
carrés).

La procédure peut alors s'amorcer dés que (ug , 2g) est connu.
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