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Dans un probléme statistique, un plan d'échantillonnage (ou plan d'observation)
séquentiel peut étre donné a priori : il convient alors de définir une procédure de
décision qui tienne compte de ce plan (cf probléme de décision séquentielle).

(i) Un jeu séquentiel a horizon fini (ou horizon tronqué), ou simplement jeu
séquentiel fini (ou tronqué), consiste en la donnée (D. BLACKWELL - M.A.
GIRSHICK) :

(a) d'un modele statistique de base (2, 7, Po)oco ;

(b) d'un espace d'observation, ou espace d'échantillonnage, (', %) qui
se présente sous la forme d'un produit défini par & = I\ L, B = 1" B, et
N € N*. Les ensembles sont souvent identiques : &n = XLoet Bn=Bo,Vn=1,.,
N;

(c) d'une variable aléatoire (en général, un échantillon observable) X : Q —
& de la forme X = (X1 ,..., Xn), dont la loi de probabilité est notée Py* (pour tout 0
€ 0, Py" est Iimage de Py par X) ;

(d) d'un ensemble de décisions finales, ou ensemble de décisions
terminales, D dont I'élément générique d est appelé décision finale, ou décision
terminale. On parle aussi d'action finale ou d'action terminale, auquel cas on note
acA;

(e) d'un ensemble A de fonctions 6 : Ny x &'+ D, avec Ny = {0, 1,..., N}. Ces
fonctions sont tq :

1) X, xeZ?et x"=x = &(nx)=58(n,x"),
pourtoutn € {1,..., N} ettoute 6 € A;
(f) d'une famille Il de partitions IT de & qui vérifient :

IMIell = TIIestdelaformeIl={Ilg, I4,..., TI\};
(2)

X, x)eZ?et xX"=x = {Xell, & X" eIl

On appelle A' = II x A l'ensemble des régles de décision séquentielles, ou
ensemble des fonctions de décision séquentielles. Un élément TIle II définit
donc un plan d'échantillonnage séquentiel, ou plan séquentiel, dont tout élément
IT, est appelé région d'arrét, ou zone d'arrét ;
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(g) d'une fonction de coltc: Ny x & +— R:tq:

B) (X, x")eZ?et x"=x = c(n x)=c(n, x".

Autrement dit, le colt de I'échantillonnage ne dépend que des sous-échantillons
effectivement réalisés.

Il est souvent commode d'indexer c comme une suite ¢ = (Cn)n=0,1,.N1q :

co=0 (colt nul en 'absence d’observation),
(4)
CN - £ — R: ;
ou cn = ¢N (X1 ,..., XN) est le colt associé a I'observation x = (X1 ,..., Xn) € L.

De méme, on indexe 6 selon & = (&g , 01 ,..., ON) ;

(h) d'une fonction de perte L : ® x D — R: . La fonction de risque
séquentielle associée a L s'écrit donc :

(5)  Ru(3,0) = Saeo Jrim {Cn (X) + L (8, 8 (0, x)} dPo* (%),
en notant I1(n) pour désigner IT, .

Un jeu séquentiel fini (de « taille » N) est souvent représenté par le symbole :

6) In={L B,Pieco,A R}

On le considére généralement comme « plongé » dans un jeu séquentiel infini
(dénombrable) &'n- .

(i) Il est possible d’étendre le cadre (classique) précédent dans un contexte
statistique bayésien. On suppose donnée une probabilité a priori I1, définie sur
une tribu B de parties de ® (cette probabilité est a distinguer des partitions IT de

).
Dans ce cadre, on établit deux résultats importants :

(a) quelle que soit la partition IT € II et que soit la probabilité a priori IT sur

Be , il existe une procédure de décision terminale (5,*), qui est optimale pour la
fonction de risque précédente. Autrement dit, il existe une suite de fonctions de
décision terminales (5,*)n < n tq :

(7)  lim, Ry" (8n*) = infsca Ra™ (8) uniformément sur I1,

ou I'on a défini, au préalable, le risque bayésien (ou risque de BAYES) séquentiel
selon la formule :


http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/F/Fonction_de_cout.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/F/Fonction_de_perte.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/J/Jeu_statistique_sequentiel.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Situation_statistique.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Situation_statistique.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Probabilite_a_priori.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/R/Risque_bayesien.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/R/Risque_bayesien.pdf

8)  RA"(8) = Zneo" Jrim Jo {on (X) + L (8, & (n, x)} dP¢X (x) ATI(0) ;

(b) quelle que soit la probabilité a priori IT sur Be , il existe un plan
d'échantillonnage seéquentiel IT* qui est optimal. |l consiste en la procédure
suivante : a chaque étape N e N*, si 'étape suivante N+1 réduit le risque, on
poursuit I'échantillonnage (sinon, on l'arréte).

La théorie de la décision séquentielle, basée sur des jeux séquentiels est aussi a
l'origine d'un autre résultat important : l'identité de WALD.
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