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Ce lemme, aussi appelé théoréeme de P. FATOU - H.L. LEBESGUE, est classique
en théorie de I'intégration et dans I'étude des suites de variables aléatoires.

(i) Soit (E, A4, n) un _espace mesuré et JZ(E, R.) I'ensemble des fonctions
mesurables de E dans R.: (cf application mesurable). Alors, pour toute suite f =

(f2)n < n d'éléments de L (E, R.), on a les inégalités de P. FATOU :
) dlimninf] fodp = [ limg inff, dy,

ou J représente l'intégrale supérieure (cf intégrale) et :

@) limginf [ fdu > | limg inff, du.

(i) Plus généralement, soit f = (f,), < N Une suite de fonctions mesurables f, : E — R.
Alors, si les deux conditions suivantes :

(a) f est minorée p-p.p. par une fonction intégrable g : f, > g, u-p.p., Vn e N;
(b) limy inf | f, dy < oo ;
sont vérifiées, I'inégalité de P. FATOU (2) vaut encore.

(i) De méme, si f = (f,), < N est une suite de fonctions mesurables f, : E — R, la
condition suivante :

(3) 3ge LR (E, A, tq fa<g, VneN,
entraine l'inégalité de P. FATOU « duale » suivante :

@) limysup | f.du < [ lim, sup . dy.

(iv) De fagon plus compacte, si (E, .7, u) est un espace mesuré, g': E — R (resp ¢'

: E — R.) une fonction p-intégrable et f = (f,), < n une suite de fonctions mesurables,
alors les inégalités de P. FATOU s'écrivent :

5) g <f,vneN = [limyinff,du < limyinf [ f,du

et:

©6) fn<g,.vVneN = lim,sup Ifn du < Ilimn sup f, dp.
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