LOI DE POISSON (C7, N2)
(16 / 04 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Autrefois appelée loi des « évenements rares », car elle s’ajustait bien a des

observations de cette nature, la loi de POISSON est une loi discréte classique a
un parametre.

Soit (O, 7, P) un espace probabilisé et & : QO — N une va entiére scalaire de loi P>
(i) On dit que P* est une loi de S.D. POISSON, ou ssi elle s'écrit sous la forme :

(1) P>=3cne ™. (W/x)d, VxeR,

ou A > 0 est un paramétre réel et 0, désigne la loi de DIRAC qui charge le point x.
La « densité » de P> pr & la mesure de comptage sur N s'écrit :

2) f(x) =e*(*/x)), vV x e N.

On note généralement P> = & (1) la loi de POISSON et la va & s’appelle variable de
POISSON, ou variable poissonnienne.

(i) On montre que :

(a) les deux premiers moments algébriques de L (L) sont: E£{=V =1 ;

(b) son mode S ¢ est la solution en x des inégalités A - 1 <x <A ;

(c) les moments centrés ; sont déterminés selon I'équation de récurrence :
(3) w1 = A{(dw/dr) +]. pia}, avec uo =1

(d) les moment factoriel valent : pu;; = M;

(e) les coefficient de FISHER sont: y1 = A2 > 0 et v, = A" (cf coefficient
d'aplatissement, coefficient d'asymeétrie);

(f) la fonction génératrice s'écrit: g (u) = e*“"";

(9) la fonction caractéristique s'écrit: @ (t) = exp {A (e''- 1)};

(h) les cumulants valent : Kj = A, V j € N.
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(iiif) La loi de POISSON se rencontre dans deux contextes principaux.

(a) en calcul des probabilités. Soit A € g un événement dont la probabilité

p = P (A), au cours d'une expérience aléatoire (2, 9, P), est supposée faible (ie p
<< 1). On établit que le nombre & d'occurrences de A, au cours d'un grand nombre N

(N >> 0) de telles expériences indépendantes, est une va qui suit la loi & (L), avec A
= limnp N p. En effet, la va & suit la loi binémiale 98 (n, p), laquelle tend vers la loi

P (1)) lorsque N —» +o et que p — 0+ en sorte que N p — A (constante). Plus
précisément, on suppose que N p = A + ¢ (N), avec limy &€ (N) = 0 (ceci implique que
p dépend de N, soit p = pn , et que limy py = 0+) ;

(b) en théorie des processus, on considére un espace probabilisé (2, 7, P)

et une suite A = (An), < n d'événements A, € I se réalisant a des instants aléatoires
Tn,avec T : Q1 R+, V n e N. Par suite, si les trois conditions suivantes :

(b1) le nombre d'événements A, réalisés pendant l'intervalle de temps [t, t+dt[ est
indépendant (en probabilité) du nombre d'événements réalisés pendant l'intervalle de
temps [0, t[ (cf indépendance stochastique) ;

(b2) la probabilité d'au moins 1 occurrence A, pendant l'intervalle de temps [t, t + di[
est (quasiment) proportionnelle a la durée dt :

(4) m(t,t+dt) = pdt+o(dt), avec limgt 0+ 0 (dt)/dt=0;

(bs) la probabilité d'au moins 2 occurrences A, pendant l'intervalle de temps [t, t + di[
est négligeable :

(5) mx(t,t+dt) = o (dt), VX>2, avec limg; , 0+ 0 (dt) / dt =0,

sont réalisées, la suite A définit un processus de POISSON.

Si nx (0, t) désigne la probabilité d'occurrence de & = x événements A, pendant
l'intervalle [0, t[, et =k (t, t + dt) la probabilité d'occurrence de & = x événements A,
pendant l'intervalle [t, t + dt[, I'équation génératrice de la loi de S.D. POISSON
s'écrit :

(6) mx(0,t+dt) = Xy=0" my (0, 1) . myy (1, t +dt),

compte tenu des conditions :
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mo (L t+dt) = 1-p.dt+o(dt),

(7)  m (L t+dt)

p . dt+ o (dt),

ik (t, t+dt) = o(dt), Vx=>2.
Lorsque dt — 0+, les probabilités ik (O, t) vérifient I'équation différentielle :

(8) dmx(0,t)/dt = -p.{nx (0, t) - mx1 (O, t)},

dont la solution n'est autre que la densité de la loi £ (1), avec A =p't:

(9) 1 (0,t) = e P'(pty)/x!, VxeN.

Ainsi, la loi du nombre d'occurrences de A, sur l'intervalle [0, t[ est 2 (pt), et la loi du
nombre d'occurrences de A, sur [t, t + dt [ est & (p . dt), quel que soitt € R. .

Par suite, les nombres d'occurrences d'évenements A, sur les périodes [0, tq [, [t1, tof
- k-1, [, etc, sont des va de POISSON, indépendantes dans leur ensemble, dont

les lois resp sont L (p . t1), L . (tz2 - t1)) ,..., L(p . (& - t1)), etc. Ces lois ne
dépendent donc pas des « instants » tx mais seulement des « durées » dx = tx - k1
(cf processus a accroissements indépendants).

On peut remplacer la condition (2) ci-dessus par la suivante :
4y m(t t+dt) = p(t)dt+o(dt),
dans laquelle p : R: —~ R: est une fonction continue arbitraire.

(iv) Enfin, on appelle famille de lois de S.D. POISSON, ou famille poissonnienne,

la famille des Ip %, (A) associée a la famille des fc suivante :

(10) @ap(t) = exp{ita+te''™®-1}, V(a b,A) e RxRxR:*

Cette famille se note aussi 2 (a, B, 1) ou 2, (a, B) et vérifie les propriétés suivantes

(a) si(a, b)=(0, 1),ona £, (0,1) = L (1) (loi de POISSON) ;

(b) stabilité par convolution (cf convolution des lois) :

(11) @(a1,b,k1)*@(a2,b,k2) = @’(a1+a2,b,k1+k2).
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En particulier, si & ~ L (1) et & ~ L (12) sont 2 va poissonniennes indépendantes,

alors & + & ~ P (L1 + ko). Par suite, £ ~ P (L) = L 1L)°N = P (N ).

Enfin, les lois de POISSON vérifient la propriété asymptotique :

(12) E~PR) et A >+ = L2 (E-1) > A (0, 1) (Ioi normale).
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