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La notion générale d’inversion d’'une correspondance ou d'une application (cf
application inverse) s’applique au cas des applications linéaires, donc a leurs
matrices représentatives. Dans le cas de linversion conditionnelle, I'inverse n’est
généralement pas unique.

On développe les propriétés des inverses conditionnelles car leur algebre est peu
répandue.

(i) Soit E,, et F, deux espaces vectoriels de dimensions finies sur un corps K (avec
Dim E, = n et Dim F, = m), f: E, — Fn, une application linéaire et A € M, (K) sa
matrice dans des bases données de E, et Fy, .

On dit que :

(a) f°: Fm = E, est une (application linéaire) inverse conditionnelle, ou une
c-inverse, ou un (homomorphisme) inverse généralisé, de f ssi:

(1)a fof°of = f.
On note f° I'endomorphisme associé a A° ;

(b) A° € Mnm (K) est une (matrice) inverse conditionnelle, ou une c-inverse,
ou une (matrice) inverse généralisée, de A (cf matrice inverse généralisée) ssi :

(1) AA°A = A

On note souvent aussi A" et f au lieu resp de A° et °.

L'ensemble des matrices inverses conditionnelles d'une matrice A est noté G'(A).

(i) On montre que :
(@) Card G(A)>1;
(b) si A° € G(A), alors A° A € |, (K) (matrice idempotente) et A A® € |, (K) ;
(c)rgA°>rgA, vV A° e G(A);

(d)A°ce G(A) = rgA=rg(A°A)=rg (AA°)<rgA°;
(e) si A € M, (K), alors :

(e)ixelmANImA" = x A°x = constante, V A° € G(A) ;
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(e)axelmAetA e S, (K) = x A°x =constante, V A° € G(A) ;

(f) soit A € Mmn (K), At® et A° € G(A) et x € K™ tq : A A° x = x. Alors, A A° x

(9) si A € R, (K), alors Card G(A) = 1 et A° = A" (matrice inverse ordinaire) ;

(h) soit A = ((A11, O) // (O, A22)) une matrice bloc-diagonale (ou /// désigne un
saut de ligne). Alors A° = ((A11°, O) /1l (O, Ax°));

(i) si A € Dy (K) N (Rn (K)), alors Card G(A) > 1 ;

(j) si A° € G(A), alors (A°)' € G(A') (conditionnelles des transposées) ;

(K){P € Rn (K), Q e Ry (K) et A € Mpn (K)} = (PAQF=Q" AP v A® ¢
G(A);

() si A®° € G(A), alors A° A A®° € G(A) et rg (A° A A°) = rg A. De plus, si l'on
pose B=A°AA°, onaBAB=B,ieA e G(B).
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