METHODE DES FONCTIONS ORTHOGONALES (A4, C5)
(17 /04 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

La méthode des fonctions orthogonales est une méthode d’estimation fondée sur
des résultats classiques de I'analyse fonctionnelle (espaces de HILBERT). Elle est
notamment utilisée pour I'estimation de la densité d’'une loi de probabilité.

(i) Soit (2, 7, ) un modeéle statistique non paramétré, & : Q +— R une vars et X =
(X1 ,..., Xn) un échantillon iid selon la loi P° de la variable parente &. : ie P> = & (P),

V P € 2. On suppose que chaque P> admet une densité f = dP / di pr & la
mesure de LEBESGUE (cf modéle dominé).

Sif € Lg? (R, Br , M) (espace de HILBERT des fonctions numériques de carré
intégrable), on peut la décomposer dans une base orthonormale compléte (f,), < N

constituée d'éléments f, € L’ (R, Br , 1) selon I'égalité suivante, entendue au sens
de la convergence dans L? (cf convergence dans LP) :

(1) f=2aeN bafaa
les coefficients b, € R étant donnés par les relations :
2) by = Jrf, (0dPE() = [, () F(X)dhs (), VaeN.

(i) La méthode des fonctions orthogonales consiste a estimer f (ie la famille b =
(bo)« < N) @ l'aide d'une famille de vars tq :

0 sia>q (N),
(3)  bne OU bno (X) =
N'Z-N o (Xa)  sia<q(N),

ou N q (N) € N est une fonction a valeurs entiéres permettant une approximation
de f qui soit la « meilleure » possible (cf approximation d'une densité).

L'estimateur ponctuel fy" de la densité est alors :
4) N X)) = Zeo®™ by fu (),  VYXxeR

Lorsque o < q (N) dans (3), bna” Se calcule en remplacant P: par la loi empirique Py
dans (2).

(i) L'estimateur par les fonctions orthogonales f\* ainsi défini posséde les
propriétés suivantes :
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(a) ce n'est pas un estimateur strict de f. En effet, il peut prendre des valeurs
négatives ou méme ne pas sommer a 1. Il n‘appartient donc pas (en général) a la
famille des densités de probabilité ;

(b) c'est un estimateur biaisé de f (cf biais). En effet :
(5) Efy" = Zo=0®™ by f, = fyn)

(troncature du développement de f dans (1)). Cependant, sous certaines conditions,
l'écart quadratique moyen intégré de fy* tend vers 0 lorsque limy g (N) = +x et que
limyg (N)/N=0;

(c) sous diverses conditions de régularité (portant notamment sur (f,), < n €t
sur q), fx' converge presque strement vers f (pour la topologie de la convergence
uniforme définie sur I'ensemble des densités uniformément continues sur R), ie (cf
convergence presque sire, fonction uniformément continue) :

(6)  supxerIfv’ (X)-f(X)| >N+ O, P-ps,VPe&;

(d) sous des conditions du méme type que les précédentes, la loi
asymptotique de f\" est une loi gaussienne, ie :

7)) L (N -fan) /o (f)) = N e A (0, 1) (loi normale réduite),
ol o (fy") désigne I'écart-type de fy".

(iv) On peut estimer f 9 (dérivée d'ordre j € N* de f) par la méthode des fonctions
orthogonales :

(a) soit partir d'un systeme orthonorme complet (f.). < n tq f, soit de classe C
(V o € N et Vj e N*), puis estimer f ¥ par la dérivée d'ordre j (pr a x € R) de i’ ie :

8) 'O = (d/dx)fy".
Dans ce cas, on montre que, sous certaines conditions :
Q) IV -fll; >Ns+e O, P-p.s., VPe®,

au sens de la norme ||g|| = supi=t supx < r Ig¥ (X)], et f* © admet aussi une loi
asymptotique gaussienne ;
(b) soit estimer directement f ¥ (supposée calculable analytiquement) a partir

de sa décomposition sur une base orthonormée compléte (go). « n de Lr? (R, Br ,
A1).
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(v) il existe diverses variantes ou extensions de la méthode :

(a) changement de mesure dominante. Cette variante consiste a remplacer A4

par une mesure positive pu bornée sur Br (cf mesure bornée) et de masse totale
unité (eg une mesure de probabilité ou une « fonction de poids »), puis a se
donner une suite de fonctions p-orthogonales (9.). « N €t normée (suite
orthonormée), ie tq :

JRgugpdu = 8,5 (symbole de KRONECKER),
(10)

.[R(Pozdu = 1.

L'estimateur par les fonctions orthogonales est alors défini comme
précédemment ;

(b) estimation multidimentionnelle. Celle-ci considére la densité d’un vecteur

aléatoire £ : Q > RX (ie une densité multidimensionnelle) et requiert I'usage de
fonctions orthonormales a K variables.

(vi) En pratique, on choisit a priori la suite (f,), < N €n fonction du type de densité f
considérée.

Ainsi, lorsque f est a support compact, cette suite est souvent celle des fonctions
trigonométriques. A titre d'exemple, si Supp p = [a, b] (avec a < b) et si ¢, (X) = cos
{am(b-a)" (x-a)}(avec go (x) = (b -a)™), alors :

(11) ' (X) = (b-a)" + Ze=1®™ bne" cos {am (XN - XY (x - XDy,

avec :

(12) bne' = 2. N (XM - XD 5N cos o (XN - XO)T (x - XDy},

ou X" désigne I'échantillon ordonné associé a X (cf statistique d'ordre).

(vii) Diverses fonctions orthogonales sont utilisés dans ce type de problémes, eg:
fonctions de BERNSTEIN (cf polynémes de BERNSTEIN), fonctions de HERMITE

(cf polynébmes de HERMITE) ou fonctions LEGENDRE (cf polyndmes de
LEGENDRE), resp associées aux polynémes orthogonaux de méme nom.
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