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La méthode des moindres carrés généralisés est une méthode générale
d'estimation des parameétres d'un modeéle de régression, linéaire ou non, a
perturbation additive. Elle consiste @ minimiser une distance (ou une norme)
euclidienne entre la variable endogéne y € RN et le terme « certain » z (espérance)
de la régression : z est astreint a parcourir une partie spécifiée de l'espace
d'observation.

Cette méthode généralise la méthode des moindres carrés ordinaires. Elle
s'analyse aussi comme une application du théoreme de la projection dans un espace
de HILBERT (cf théoréme de la projection orthogonale).

(i) Ainsi, RY étant I'espace d'observation ambiant, la méthode des moindres
carrés généralisés (mcg) (de A.C. AITKEN) appliquée au modéle de régression :

(1) y=2z+u, avecEu=0,

consiste, en supposant que ¥ € Sy (R) est une matrice définie positive (X > 0), a
minimiser la distance suivante :

2 ¢z =1ly-2* = (y-2)2" (y-2)
praze ¥, ot ¢ c RN est une sous-variété donnée (ie spécifiée par le statisticien).

On note b, ou b™, ou parfois By , la solution des moindres carrés généralisés
ainsi définie.
Si la régression est une régression linéaire, z = X b représente I'équation

paramétrée par b de la variété linéaire, de dimension K, ¢ < RN (sous-espace

vectoriel). La méthode revient a minimiser pra b e RX la forme quadratique (non
homogene) :

(3) ax(b) = lly-Xb|ls* = (y-Xb) =" (y-Xb).

Le fondement de la méthode est ainsi associé a I'hypothése (stochastique) du
second ordre selon laquelle £ n'est autre que la matrice de dispersion de la
perturbation aléatoire u :

4 Vu=Vy=3>0.

La méthode équivaut donc & minimiser la forme quadratique gs (b) = (y - X b)' (V u)™
(y - X b) dans la métrique définie par la matrice X.

La solution by ou b™ s'appelle estimateur des moindres carrés généralisés (mcg),
ou estimateur de A.C. AITKEN - C.F. GAUSS - A A. MARKOV, du paramétre b.
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Il existe toujours un nombre réel o > 0 tq £ = 6% . Q, o Q est une matrice définie
positive (QQ > 0). La méthode des moindres carrés ordinaires (mco) correspond au
cas ou Q = Iy . On suppose alors que (cf trace) :

b5) trQ=rgX =N.
(ii) Dans le cas d'un modele de régression linéaire, on montre que :

(a) si Q est connue et réguliére et si rg X = K, la solution de (2), appelée
estimateur des moindres carrés généralisés (mcg) de b, est donnée par :

6) by = (XQ'X'XQy.

Cette solution veérifie les propriétés suivantes :

(@ E bgA = b (estimateur sans biais) (cf aussi biais) ;
(@)2Vby = (X' 2 X)" =6 (X' Q" X)"! (matrice de dispersion) ;
(a)s (by vérifie) le théoréeme de AITKEN-GAUSS-MARKOV ;
(a)ssilonposey, =Xb, =z4 etug =y-v,, la statistique :
(7)  (c°)

constitue un estimateur sans biais de o (ie E (c%), = 6°);

= (Ug ' Q" ug)/ (N-K)

(a)s I'estimateur des mcg estimé sur le modéle :

8) y=Xb+u, aveCcEu=0 et Vu===6°.Q,

est identique a I'estimateur des mco du modéle « sphéricisé » suivant :
(9) y° =X°b+u°, avecEu°=0etVu' =c’ly,

ouy ="y x° =" Xetu ="y

(a)s si u ~ N\ (0, 62 Q) (loi normale multidimensionnelle centrée), I'estimateur

du maximum de vraisemblance de (b, 6®) n'est autre que (by , (6%)4c ), avec (62)ge.
={N /(N - K)} (c®), (variance « corrigée ») ;

(@)yona:
(10) eN'u; = 0(P-p.s.) & QeyelmX.

(b) si Q est inconnue et si 'on estime b a l'aide de l'estimateur des mco b’
(au lieu de I'estimateur des mcg by ), alors :

(11) b '=by < Im(QX)cImX.
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Par suite, I'efficacité relative (scalaire) de b" pra b, vaut:
(12) en(b'/bg) = Dét(Vbg)/Dét (Vb = X' X2/ (X Q" XX QX]);

(iii) Si Q est inconnue (cas général), plusieurs procédés d'estimation de b sont
possibles :

a) la méthode des mco (cf infra). Celle-ci semble d'autant plus « efficace »
que la « distance » entre Q et Iy (ou celle de = et 6° Iy) est moindre ;

b) la méthode du maximum de vraisemblance. Celle-ci permet d’estimer le
couple (b, X) dans lequel X joue le réle de parameétre importun. Cette matrice
dépend seulement de N (N+1) / 2 paramétres scalaires distincts au plus ;

c) la méthode des moindres carrés quasi-généralisés ;

d) une méthode a distance minimale (cf aussi estimateur a distance
minimum, méthode de moindre norme).

(iv) Des considérations analogues aux précédentes peuvent étre développées pour
un modele de régression non linéaire (pr a b). On minimise alors (pr a b)
I'expression suivante :

(13) ax(b) = |ly-F (d)Il*> = (y-F (b)) =" (y - F (b))
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