METHODE DES MOMENTS (H3)
(05 / 04 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Avec la méthode du maximum de vraisemblance ou les méthodes a distance
minimale (eg méthode de moindre norme, méthode de moindres carrés), la
méthode des moments est une méthode générale d'estimation des parameétres
d'une loi de probabilité (R.A. FISHER - K. PEARSON) (cf aussi méthode des
caractéristiques).

(i) Soit (Q, T, Po)o ¢ © Un modeéle paramétrique de base et (L, B, Py )y 6 o SON
modéle image par une statistique (échantillon) X.

On suppose que :

(@)0cRY et 02T ;

(b) le modéle est un modele d'échantillonnage {0, Bo , (Po)s < @}® N avec

Lo =R, &: Q- Lo est une variable parente de loi Py°, et X = (X1 ,..., Xn) est un
échantillon iid selon Py° ;

(c) les moments algébriques (théoriques) de  existent jusqu'a l'ordre p, ie il
existe un entierp e N*tq € € Lr” (O, 7, Py), V 0 € O.

La méthode des moments consiste a estimer 6 en identifiant resp les moments de

la loi théorique Ps°> aux moments de mémes ordres de la loi empirique Py associée
axX.

En considérant des moments centrés (pr a 'espérance), on note resp :

(1) w(0) = Eo(5-Eoéy =J(§'Ee§)jdpe, Ve Ny,

les moments théoriques (moments algébriques) et :

(2) m(N) = En(E-Ene) = [(€-EnefdPn = N" Zoet™ (K- Xn), Ve NS,
les moments empiriques (cf statistique naturelle).

La méthode consiste alors a estimer le paramétre 0 de la loi Ps° a l'aide de la
solution (supposée exister et étre unique) du systéme d'équations (en général non
linéaire) :

(3)  m(0) =m(N), VjeNy~

En notant p (0) = (1 (0) ,..., 1o (0))' le vecteur des moments théoriques et m (N) = (my4

(N) ,..., mp (N))' celui des moments empiriques correspondants, on obtient le systéme
vectoriel :
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(4)  n() =m(N).

La fonction vectorielle p : ® — RP est supposée réguliére, ie vérifie des conditions
de régularité permettant de calculer les moments théoriques en fonction de 6, ie de
calculer 'application inverse p' de p (cf aussi inverse).

Le systeme (4) définit une équation estimante appelée équation des moments, ou
équation aux moments.

La méthode suppose qu'il existe un nombre p d'équations au moins égal au nombre
de parametres 0; a estimer (ou j € Ny*). Les conditions de régularité nécessitent
notamment que rg (D p (0)) = p afin d'assurer l'unicité locale de la solution, ie au
voisinage de la vraie valeur 6* € ©.

On note :
(5)  Omn OU O = W' (m(N))

la solution ainsi obtenue, appelée estimateur des moments, ou estimateur par la
méthode des moments.

(i) Sous certaines conditions, il existe ainsi une fonction mesurable ty : RN — RP
définissant une statistique Ty =ty (X) tq 6mn = Tn (cf application mesurable).

Par suite :
(a) 'estimateur par les moments est un estimateur sans biais :
(6) E¢Omn = 6, VOeO;

(b) si I'équation (4) admet une solution unique (celle donnée par (5)), et si p
est continue, on établit la convergence presque sire :

(7) OmNn — O (Po-p.s.), VOeO;

(c) sous la méme condition d'unicit¢ de Omn (V N € N*) et si p est
différentiable (cf différentiabilité), on établit la convergence en loi gaussienne :

8) N (Omn-0) > Nsrw Np(0,Q), VOeO,

avec Qp = Mg Ag My', ol My € M, (R) est la matrice de terme général (6 ™' / 6 6x)(0),
ie la matrice jacobienne (Dp™' / DO) (0) de p', et ot Aq € M, (R) est une matrice qui
dépend des moments théoriques ;

(d) on établit que :

(9)  Bmn = 6+O(N™) (biais d'ordre N) ;
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(e) enfin, I'estimateur des moments n'est pas un estimateur strict de 0.
(iii) La méthode des moments est utilisée notamment :

(a) lorsque I'estimateur du mv n'est pas défini (ie n'existe pas) ;

(b) ou lorsque le calcul analytique de ce dernier est complexe ;

(c) ou encore lorsque les Py° sont des lois sans densité (vraisemblances non
définies)

Elle sert eg a estimer diverses familles de lois paramétriques (eg famille des lois de
PEARSON).

Les propriétés asymptotiques de [I|'estimateur des moments précédent
(convergences presque sdre et en loi) justifient cette méthode, compte tenu du fait
que les moments empiriques tendent presque sdrement (ainsi qu’en loi) vers les
moments théoriques correspondants (cf fonction de répartition empirique,
probléme des moments de T.J. STIELTJES).

L'efficacité (au sens de l'inégalité de CRAMER-DARMOIS-FRECHET-RAO) de la
méthode est cependant souvent moindre que celle de la méthode du mv : ceci est le
cas eg pour les lois de PEARSON de type Ill. A taille N d'échantillon fixée, la
méthode est d'autant moins précise que l'ordre p de I'équation aux moments est plus
élevé (cf degré de liberté).

(vii) A titre d’exemple, on considére I'estimation du paramétre (i, 6°) d’'une loi Log-
normale (généralisée) £ (1, o2 Yo) a I'aide d’un N-échantillon Z = (Z4 ,..., Zy).

(a) si le paramétre scalaire (borne inférieure du support) yo est connu, on peut
centrer Z pr a yo , ie utiliser 'échantillon X = (X4 ,..., Xx), avec X, = Zn - Yo -

En notant Xy (moyenne empirique) et S\? (variance empirique) les deux premiers
moments de X, la méthode « identifie » les moments théoriques et empiriques,
d’ou le systéme (non linéaire) :

Xn = exp {u + (1/2) 62},
(12)
S\ = exp {2 (u+ %)} - exp{2u+o’,

dont la solution en (u, ®) s’écrit

N = LOg {(SN2 + S(NZ)-']/Z S(NZ}’
(13) B
omn? = Log {1+ (SN2 1 XnN2)};

(b) si yo n'est pas connu, on peut I'estimer par yo~ = min, X, = X" (cf
statistique d'ordre) et procéder comme ci-dessus.
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(iv) La méthode des moments s'étend directement a un échantillon vectoriel, ie au
cas ol & est un vecteur aléatoire a valeurs dans R* (au lieu de R) : on utilise alors
les moments croisés (théoriques et empiriques) entre les coordonnées de &.

Ainsi, les moments croisés (théoriques) d’ordre (a, B), avec a + 3 = j, s’écrivent :

(10) 1o () = Eo (8-Eo &) (6-Eo &) = [ (6-Eat)* (¢-Eo &P dPs, Ve Ny®

(v) La méthode des moments généralisés constitue une extension de la méthode
des moments.

La méthode des moments peut aussi s’étendre a d’autres types de moments (cf eg
moment absolu, moment équilibré, moment exponentiel, moment incomplet).
Ainsi, elle a été étendue aux moments factoriels : eg estimation d’'un mélange (fini)
de lois discrétes de méme type (G. CAMMILLERI) (cf mélange de lois).

(vi) La méthode des quantiles est une méthode voisine dans laquelle on suppose
données p valeurs distinctes o; € ]0, 1[, V j € Np*.

La méthode consiste a résoudre I'équation estimante suivante, dite équation aux
quantiles :

(1) Anei (X) = FN" (o), Vj e Np%,

en notant g« (X) le quantile empirique d'ordre ¢, , Fn la fr empirique associée a
X et Fy™" son inverse (ie la fonction quantile associée).
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