METHODE DES QUANTILES (H3, J1)
(17 /01 /2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Deux signification peuvent étre attribuées a cette espression :

(a) une méthode analogue a la méthode des moments, dans laquelle les
moments algébriques sont remplacés par des quantiles. L'équation estimante se
déduit par identification de chaque quantile théorique avec le quantile empirique
correspondant ;

(b) une méthode d'estimation des paramétres d'un modéle de régression
qui généralise la méthode des moindres carrés. Cette méthode contient, en
particulier, la méthode d'estimation « médiane » d'un paramétre de position.

(i) Soit (Q, ", P) un espace probabilisé et ¢ = (&, 1) : Q —» R x R un couple
aléatoire constitué d'un vecteur (ou « liste ») & constitué(e) de K variables
exogénes scalaires et d'une variable endogéne scalaire n. On note P ou P®" Ia
loi de probabilité de = (§, ), P (. / &) la loi conditionnelle de n sachant g et G (. /
€) la fonction de répartition associée a P (./ §).

Etant donnée une fonction de régression f : R x R® 5 R tq (cf modéle non
linéaire) :

(1) n=fEDb)+e,

on peut écrire :

(2) G(t/g) =PMm<t/g) =Pe<t-f(gb)) = F.(t-(& b)), VteR,
ou F. est la fr propre de ¢.

Soit Z = (X, y) un échantillon d’observations de ¢ = (&, n), dans lequel X € Mk (R)
est la matrice d'observation constituée des N observations des K variables

exogeénes ¢ et y est le vecteur des N observations de n.

Pour toute observation (X, , yn) de (&, n), I'équation (1) est « observée » selon :
(3)  yn = f(Xy,b)+u,,V ne N\,

soit, de fagon compacte :

4) y=F(O)+uy,

ot F : R® > RN est une fonction numérique vectorielle dépendant de X. On a donc
aussi :

(5) G (t/E=Xn) = F, (t-f (X, b)), v n e Ny
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Etant donné p < 10, 1[, on appelle estimateur quantilaire, ou estimateur par
quantile, de b € R® I'estimateur b,* associé au p-quantile empirique g, (u) calculé
a partir des variables (inobservables) u, qui sont les coordonnées de la perturbation
vectorielle u.

Une méthode d'estimation associée a ce contexte est appelée méthode des
quantiles, ou méthode quantilaire, ou méthode par quantile. Elle revient a
résoudre le probleme de programmation mathématique suivant :

(6) minycra ¢n (b)

(ou RQ désigne R%), dans lequel ¢y (b) est la combinaison linéaire convexe
suivante :

(7)  n(O) = Znene PLlyn-F(Xn, D)+ Znen-(1-p) . yn-f(Xa, D),
avec N" ={n e N\* 1 yn > (X, b)} et N ={n e N\* : yn < f (Xn, D)}

L'ensemble Eq (p) des solutions bp# ainsi obtenues ne se réduit pas nécessairement
a un point (toujours noté b,” ou aussi B,*) de R%.

(i) Dans le cas d'un modéle linéaire, Q = K et f est bilinéaire sur R (ie f (£, b) = &' b)
(cf forme multilinéaire). Si I'on pose A k* = {c (1) ,..., o (K)} (partie constituée de K

éléments o (k) € NN*, avec K < N), Pk = {Nk*} et (N*)° = Nv* \ Ak, on peut
partitionner X ety selon :

X = X" 111 X3 (matrice & deux blocs),
(8)

y = [y /11y (vecteur a deux blocs),

avec la (K,K)-matrice X' = {X, : n € N/k*} et la (N-K,K)-matrice X? = {X, : n e (Nk*)}
(de méme pour y' et y?), ol /// désigne un saut de lignes.

Par suite, on montre que :

(a) si I'on pose N'(K) = {Vk*: rg X" =K} et si rg X = K, alors I'ensemble Eq (p)
des estimateurs p-quantilaires possede au moins un élément de la forme :

Q) by = X'y pour un certain N'k* € N(K).

De plus, Eq (p) est I'enveloppe convexe de I'ensemble {b,"} des solutions de la
forme (9) ;

(b) si I'on note explicitement b, (X, y) au lieu de b, et Eq (p, X, y) au lieu de Eq
(p), on établit les propriétés suivantes :

be (X, L y) = & by (X, ), VieR.,
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bip (X, LYy) = A bp (X, ), Vpel0,1 et YA eR =-R,,
(10)

by X,y +Xb) = by (X,y)+b, VbeRX

by (X.R,y) = R" by (X, y), vV R € Rk (R).

(iii) Si F, est continue, la solution b,” définie en (9) est P-p.s. I'unique solution du
probléme (5) ssi :

(10) (p-1)ex' < Znecuw {(1/2)-(172).5gn (Yn-Xnby")-p}-Xa XY < pex,
ol ex = (1,..., 1)' € R¥ est le premier vecteur bissecteur de R¥ et N’K* désigne par
commodité Ak*.

(iv) Le programme (6) équivaut au programme suivant :

(11) ming uw+ w) {penu’ +(1-p)enul,

contraint par la condition :

(12) y=F@)+u -u,

ol u =u" - u est la décomposition de u en sa partie positive u* = (u;" ..., uy’), avec
Un” =sup (un, 0), V n e N\*, et sa partie négative u,” = (U1 ,..., UN’), avec u, = sup (-
Un, 0), V ne NN*.

(v) Ainsi, le cas particulier ou p = 1/2 correspond a la méthode de la médiane et
I'estimateur de la médiane b1,* de b dans le modéle (1) n'est autre que I'estimateur

des moindres écarts absolus, ie la solution du programme min ||ul|; pr @ b € R® (cf
méthode des moindres écarts absolus).
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