MODELE A ERREURS COMPOSEES (J9)
(18 / 04 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

De fagcon générale, un modeéle a erreurs composées est un modeéle dans lequel les
« erreurs » (erreurs sur équations ou erreurs sur variables) sont décomposables.
Leurs composantes sont des variables aléatoires qui affectent les « variables
principales », ou « variables d’intérét» (cf eg modéle a erreurs sur les
variables).

(i) Ainsi, un modéle de régression non linéaire (cf modeéle non linéaire), écrit dans
'espace des variables selon :

(1)  n* = f(E* b) +¢, avecEe=0 et b e RY
est appelé modéle a erreurs composées ssi :

(a) la perturbation aléatoire ¢ peut représenter sous la forme (additive) € = a

+B+y+..,aveca~ L(a),B~LPB),y~ L) .. (lois de probabilité resp des va
o, B, Y, ...);

(b) ou encore ssi eg la « vraie » variable exogéne &* est observée avec
erreur ¢ selon (forme additive) & = £* + ¢ et |la vraie variable endogéne n avec
erreur selonn=n"+y,ouego=oa,+ P+ vty =0ay,+ P, + v, (formes
additives).

La décomposition des erreurs peut ne pas étre additive : eg la Ip d’'une erreur peut
résulter d’'un mélange de lois composantes, ou d’'une convolution des lois qui la
composent, etc.

(i) Plus spécifiquement, on appelle modéle a erreurs composées un modéle
décrivant des données multi-indicées dont la partie aléatoire (perturbation) admet
une décomposition additive en fonction des indices (cf aussi modéle a variance
composée). C'est donc la (seule) perturbation aléatoire qui est décomposée dans
ce type de modéles.

Le cas du modéle bi-indicé, dans lequel les observations sont des séries
temporelles de coupes instantanées, est typique. Soit (§, 1) : Q — R x R un
couple aléatoire dans lequel la liste des variables exogenes est notée ¢ = (&1 ,..., &k)
et la variable endogéne n. On suppose ce couple lié par une régression non linéaire
(cf aussi fonction de régression), écrite dans I'espace des variables selon :

2) n =f(Eb)+e, avec Ec=0 et b eRY
et qu’il est observé selon deux « dimensions » : eg la dimension individuelle NN* =

{1,..., N} et la dimension temporelle Nt* = {1,..., T}. L'équation (1) s'exprime (dans
'espace des observations) selon le modéle de régression non linéaire:


http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_statistique.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Erreur.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_a_erreurs_sur_les_variables.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_a_erreurs_sur_les_variables.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_de_regression_multiple.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_non_lineaire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Espace_des_variables.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Perturbation_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/L/Loi_de_probabilite.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_exogene.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Erreur.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_endogene.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/L/Loi_de_probabilite.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Melange_de_lois.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Convolution_des_lois.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/I/Indice.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_a_variance_composee.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_a_variance_composee.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Perturbation_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Serie_temporelle.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Serie_temporelle.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Coupe_instantanee.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Couple_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/R/Regression.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/F/Fonction_de_regression.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Espace_des_variables.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Espace_d_observation.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_de_regression_multiple.pdf

(B)  Ynt = f(Xnt, b) + Unt,

avec E unt = 0, V (n, t) € NN* x Nt*. Autrement dit, les observations sont constituées
de 1 + K tableaus statistiques a deux dimensions Y = (Ynt)n, 1) €t Xk = Xknt)in, ty » V K
€ Nk*. On pose, en conformité, u = (Unt)n, 1) -

On dit que (3) est un modéle a erreurs composées ssi la perturbation u se
décompose, pour chaque observation d'indice (n, t), selon :

(4) Unt = @n + bt + Cpt,
avec E a, = E by =E ct =0, V (n, t). Le terme a, est appelé composante
individuelle de u.; , le terme b; sa composante temporelle et le terme ¢, sa

composante mixte (perturbation résiduelle commune individu-temps).

En pratique :

(a) les hypothéses du modéle supposent que les composantes sont sans
corrélation, ie :

5) C(an,by) =C(an,cnt) = C(bt,cnt) = 0, V(n,t).

On les suppose aussi homoscédastiques et sans autocorrélation (cf
homoscédasticité, autocorrélation), ie :

C (ay,ap) = Bup . 02, ¥ (a, B) € (NN,
(6) C(bs,by) = 8. 0p% V (s, t) e (NT*)%,
C (Cas , Cpt) = ((a,s)(B.) - Ocs ¥ (o, B), (p, 1)) € (NN*)? x (NT*)2.

On pose Fpt (b) =f (Xnt, b) et I'on « empile » les observations dans I'ordre du produit
cartésien NN* x Nt*, ie (cf index des notations, in fine) :

y = [yu Ul yir .1 yng 1T ynd,
(7)  F(b) = [Fa1(b) /il F4r (0) /] ... [l Fna () /1T Fnr (D),
u = [usg M uas 1. ung 1 unrd,
ou le symbole /// dénote un saut de ligne.
La forme (3) se raméne a celle d'un modéle de régression multiple non linéaire :
(8 vy =F(b)+u, avec Eu=0, Vu=2%,
ou la dispersion X, définie en {(4),(5),(6)}, s’écrit :

(9) = = 62A+0p2B+0lInT,
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aveCA=IN® Jr,B=Jy® It et J = J.L, ol Ju = e ey (matrice des unités, avec
(L, M) € N* x N*) ;

(b) le modele {(8),(9)} peut étre estimé par les méthodes habituelles (eg
méthode des moindres carrés, méthode du maximum de vraisemblance),
compte tenu de la formule :

(10) Gc22_1 = INT-(aT.A+bN.B)+cNTJNT,

dans laquelle :

aT Gaz / AT ;

(11)a by = on’/Bn,
cnt = (AT BT (At + By - 62)7 . 6 o2 (AT + B),
avec .

2 2
AT TGa +Gc,

(11
By = N sz + GCZ.

(c) si le modéle (2) ou le modéle (3) sont linéaires (avec Q = K et F = X), le
modele {(8),(9)} est un modele linéaire.

On peut alors définir l'estimateur de la covariance (de A. HUSSAIN - T.D.
WALLACE) de b comme estimateur des moindres carrés ordinaires bq calculé
sur le modéle :

(12) Qy = QXb+Qu, avec Q = Int- (TTA+NTB)+ (NT)" Iyt .

La matrice Q admet pour matrice inverse conditionnelle la matrice Q° = 6.2 = (ie la
matrice tg Q Q° Q = Q).

L'estimateur cherché, bg' = (X' Q X)" X' Qy, est donc :
(a) un estimateur sans biais, ie Ebg = b ;
(b) un estimateur de dispersion elliptique, ie V bq = 6.2 (X' Q X)™;
(c) un estimateur convergent en probabilité, ie plim bq =b ;

(d) sous certaines hypothéses, un estimateur asymptotiquement gaussien (cf
normalité asymptotique), ie :

(13) L {N.T)" (ba" - b)} —min 1>+ Nk (0, E),
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avec E = plimy) (NT)" (X' Q X). On suppose notamment que E < « (matrice finie) et
que le rapport N/ T reste fini dans les calculs de limites précédents.





