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La moyenne arithmétique est une caractéristique légale trés utilisée dans toutes
les parties de la Statistique. Caractéristique de centralité trés simple, elle
correspond, selon le cas :

(a) en calcul des probabilités, a la notion d'espérance mathématique ;

(b) en Statistique, a la notion « courante » de moyenne empirique (cf
statistique naturelle).

La variable considérée est une variable numérique, soit scalaire, soit vectorielle.
(i) Soit (Q, 7", P) un espace probabilisé et & : Q > R une vars de loi P5.

On appelle moyenne arithmétique (théorique) de & (ou de P%) le nombre réel (s'il
existe) M £ tq :

(1) Mg =EE = | xdPt(x).
M & existe dés que & e Lr' (Q, 7, P). Elle est souvent notée p.

Etant donné une fonction numérique g tq I g (x) dA (x) = 1 (fonction de poids), on

appelle moyenne arithmétique pondérée (selon g) (théorique) de & la valeur
scalaire My définie par :

3)  Mg& = [g(x)dP(x).

La moyenne définie en (1) est aussi appelée moyenne (arithmétique) simple
théorique, car c’est une moyenne pondérée par la fonction simple g = 1 (fonction
constante partout égale a 1).

(i) Soit X = (X4 ,..., Xn) un échantillon aléatoire. On suppose que X est un
échantillon équidistribué selon P (ie X, ~P5 v n=1 ..., N), ou & est la variable
parente.

On appelle moyenne arithmétique (empirique) de & (ou de X) la va (ou statistique)
Mn tq :

2) My =)xdPy(x) = N'. iV X,

ou Py est la loi empirique associée a X (cf aussi moyenne empirique).
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Sien=(1,.., 1) e RY désigne le premier vecteur bissecteur de R", on peut aussi
écrire, sous forme vectorielle :

(2) My = ey X/enen.

Etant donné . e Sy (simplexe de R“), on appelle moyenne arithmétique
(empirique) pondérée (selon 1) de & (ou de X) la va My (1) tq :

B) My() = [xdin () = Zoet™ 2o Xn |

ol Ly = Zn=1" An . 8 (Xn) est la mesure discréte associée a A et § (x) la mesure de
DIRAC placée au point x.

La moyenne définie en (2) est encore appelée moyenne (arithmétique) simple
empirique, car c’est une moyenne pondérée par une suite L = (A1 ,..., An) tq A, = (€'
e)'=N', v n e N\* (poids égaux entre eux) (ie n — A, est une fonction constante
discréte).

(i) La moyenne arithmeétique empirique est généralement notée Xn ou
simplement X. Elle constitue un estimateur naturel de I'espérance mathématique (cf
statistique naturelle). On montre que :

(a) My est un estimateur sans biais de I'espérance,ie :E My\=E &= ;

(b) si, de plus, & € Lg% (Q, 7, P) et si V & = E (€ - E £)? désigne la variance
théorique de & et X un échantillon iid selon P%, alors V Xy = N"V £ =6%/N (oU
dénote I'écart-type de &).

(v) On peut dériver de nombreux concepts a partir des définitions précédentes :
autres types de moyennes (moyennes potentielles, etc), moyennes « altérées »
(moyenne censurée, moyenne équilibrée, moyenne potentielle), moments ou
statistiques diverses.

Ainsi :
(a) sin = Log &, on définit la moyenne géomeétrique (théorique) ;

(b) si Yo = Log X, (V n = {1 ,.., N}), on définit la moyenne géométrique
empirique.

(vi) La plupart des définitions et propriétés précédentes s'étendent a plusieurs
dimensions. On définit ainsi la « moyenne » (théorique ou empirique) d’un vecteur
aléatoire réel £ : Q — RX, de loi P°, ou d’'un échantillon X généré par &, ie d’'une
matrice aléatoire X a valeurs dans Myk (R). Les définitions et propriétés s’appliquent
a chaque coordonnée & de & ou a chaque colonne XX de X (pour toutk = 1 ,..., K).
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(vii) Les propriétés de la moyenne arithmétique sont importantes : paramétre de
position, additivité, théoréme de la limite centrale, etc.

Cependant, la moyenne arithmétique empirique est sensible aux valeurs extrémes
de ses composantes X, (cf aberration, moyenne censurée, courbe de sensibilité,
robustesse). On doit donc souvent la corriger (cf correction, moyenne équilibrée).

D’autre part, il existe des caractéristiques de centralité analogues a la moyenne
arithmétique, mais qui peuvent lui étre préférées (eg médiane ou mode), et dont le
choix peut dépendre de la forme légale de P-.
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