PROBLEME DE BAYES EMPIRIQUE (G3)
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(i) On considére un modéle bayésien (X, B, (Ps*)s < o , IT) dans lequel :

(a) l'espace d'observation est un espace produit (Xo", 580®N) et X =(Xq,...,

Xn) 1 Q> Lo\ est un échantillon iid (ou une suite iid) constitué(e) d'observations
X, qui suivent toutes la loi Py® (¥ 0 € ), avec PgX = (Pe5)®N :

(b) I'espace (®, B ) des parametres d'intérét est muni d'une loi a priori, ie
d'une mesure de probabilité IT définie sur B , mesure qui n’est autre que la loi de

la variable aléatoire 0 = idg (cf application identique). On note II la famille des
lois a priori IT considérées ;

(c) chaque loi Pg* s'interpréte eg comme une probabilité de transition, ou
comme un loi conditionnelle, de X relativement a 6.

(i) Un probléeme de décision bayésien, associé au modéle précédent, met en jeu
les données suivantes :

(a) un espace de décision (D, %Bp) et un ensemble A de régles de décision
3: X' —D;

(b) une fonction de perte L : D x ® — R. dont la fonction de risque
(classique) associée est notée R (3, 0) et la fonction de risque de BAYES est notée
R (8). On note o une regle de BAYES et Ry* la valeur minimale du risque de
BAYES précédent ;

(c) une suite iid ((X1, 01) ,..., (Xn , On)) constituée de copies de (&, 0), ou 6 ~
IT et, conditionnellement a 0, & ~ Po*. Par suite, la loi inconditionnelle (ie la loi
marginale, ou loi « propre ») de X est PX = (Ps5 A TT)® N, o0l Pg® A IT dénote, V 0 e
®, le mélange de lois constituées de Py* et des « poids » définis par II, ie la loi
« marginale » de & ;

(d) une suite (dn)n < N+ d'applications mesurables 6y : & +— D.

(iii) On appelle probleme de T. BAYES empirique (H.E. ROBBINS) le probleme de
décision portant sur la valeur inconnue Oy de 6 a I' «instant» N au vu des
observations X. La fonction de perte (classique) vaut alors L (dn (X), On).

Il s’agit donc d’'un probléeme de décision séquentielle qui suppose, implicitement,
que le modéle statistique précédent est plongé dans un modele produit
dénombrable (ie un modeéle d'échantillonnage). Dans ce cadre, la suite :
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(1) 8 = (ON)NenN:

est appellée régle (de décision) de BAYES empirique, ou simplement regle de
BAYES empirique, associée au probleme de BAYES empirique.

(iv) La théorie de BAYES empirique a pour principal objet la détermination des
régles de décision qui sont asymptotiquement optimales.

Une regle & est appelée regle asymptotiquement optimale ssi :
(1) limy EL (SN (X), QN) = RH*,

la convergence devant étre vérifiée pour toutes les lois a priori IT € I1.
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