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Aux notions mathématiques de projecteur et de projection s'associe notamment,

en Statistique, celle d'estimateur par projection: eg estimateur a distance
minimale ou estimateur a distance minimum.

(i) En algébre, on considére une famille quelconque (Ej) . | d'ensembles
quelconques E; et 'on note E = I1; .| E; leur produit cartésien.

On appelle alors projecteur canonique d'indice i, ou i-ieme projecteur
canonique, de E sur sa composante E; I'application E — E;, notée pr; ou prgg (ou
E(i) désigne E;).

Le projecteur pr; associe donc a tout x € E sa « coordonnée » d'indice i, ie x; € E; :
pri x = x; . Cette coordonnée est souvent aussi appelée projection (canonique)
d'indice i, ou i-ieme projection (canonique) (si | = N,*).

Si E est une puissance cartésienne Eg', ie si E; = Eo (donné), Y i € |, on note pr; : E
Eo au sens ou pri : E — Ejavec E; = Ep (sans qu'aucune ambiguité n'en résulte, en
général).

Ces définitions s’appliquent, en particulier, au cas « fini » dans lequel | = N,*.

(ii) Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif K et soit L < E et M < E deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires (ieL+ M =EetL N M ={0}) de E.

On appelle projecteur sur L paralléelement a M, ou simplement (lorsque L et M sont
sous-entendus) projecteur dans E, I'application linéaire p, : E > L définie selon :

(1) pox) =1lel, vV x € E.
On définit, de méme, le projecteur sur M parallelement a L.
On montre que :

(@ ImpL=pL(E)=Letlmpm=pwm(E)=M,doup.(E)+ pm(E)=E (cf image
d'une application linéaire) ;

(b) Ker p. = p." ({0}) = M et Ker py = pm"' ({Om}) = L (cf noyau d'une
application linéaire) ;

(c) p.% = pL et pw’ = pu (idempotence) ;
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(d) si p. = (f + idg) / 2 est un projecteur, alors f est un endomorphisme
involutif de E, ie f € End (E) et f % = ide (cf involution). Réciproquement, si g € End
(E) est tq g° = g, alors g est un projecteur ; si h € End (E) est involutif (ie h? = idg),
alors k = (h + idg) / 2 est un projecteur ;

(e) si f et g sont deux projecteurs, alors f + g est un projecteur ssifog+gof
= 0 (application nulle). De plus, Kerf=Kergssif=fog etg=gof.

Comme précédemment, étant donné un point x € E et un projecteur p_. de E sur L «
E, on appelle projection de x parallelement a M I'image p. (x) = | € L de x par
I'application linéaire p, .

(iif) En Statistique, le théoréme de la projection orthogonale suivant illustre les
propriétés algébriques et géométriques précédentes.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie Dim E = N sur le corps R des réels,
(Xk)k=1..k une suite de vecteurs xx € E, X = [X4 ,..., Xk] la (N,K)-matrice admettant
pour colonnes les vecteurs xx et supposée de rang K (ie rg X = K) (cf matrice
d'observation), L(X) = L(x1 ,..., Xk) le sous-espace vectoriel de E engendré par les x
ety € E \ {0} un vecteur donné.

La projection orthogonale de y sur L (X) est donnée par la formule :
2) ¥y =puoy = XXX Xy e LX),

I'orthogonalité étant entendue au sens du produit scalaire euclidien usuel (u, v) e E?
—u'veR.

Dans (2), la matrice X (X' X) ' X' du projecteur pLx) €st une matrice symétrique qui
est aussi une matrice idempotente. En effet, on montre qu'une matrice A € M, (R)
est la matrice d'un projecteur orthogonal ssi elle est symétrique et idempotente, ie ssi

AeS,(R) NI (R).

(iv) La notion de projecteur dans un espace vectoriel s'étend a des familles (finies) de
sous-espaces vectoriels (Vi)=1..n . Ainsi, soit E = @-1" V; une décomposition de
I'espace vectoriel E en somme directe, ie tout élément x € E peut s'écrire, de fagon
unique, sous la forme x = Zi=" v;, avec v; € V;, Vi € Ny*.

On appelle alors projecteur d'indice i, ou i-ieme projecteur, de E sur V,
I'application py; : E — Vi, simplement notée pr; , définie selon :

(3) XEEI—)DFi(X)=Vi€Vi.
On montre alors que :

(@) pri est une application linéaire et idempotente (ie pr? = pr), et
réciproquement ;
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(b)j=i=priopri=0 et prjo pri= 0 (produit de composition des applications)

(©pri(E)=Impri=Vi, VieN";
(d) si Dim V; = d; et Dim E = d = Xi-1" d;, alors rg pr; = Dim V; = d; (cf rang) ;
(e) Ker pr; = G')j#i Vj 0

(v) Enfin, soit E et F deux ensembles donnés et f : E — F une application
quelconque.

On définit, pour toute suite finie d'éléments de E, la projection « naturelle », ou
projection canonique, de FF sur F* = F %Xk} gg|on

(4)  feFE > pryy.xw ()= (F(x1) ..., F (%)) € F¥,
ou x(i) désigne x; (i=1 ,..., k).
(vi) Le terme « projection » désigne ainsi aussi bien la méthode consistant a

« projeter » (action) que le résultat obtenu, ie aussi bien I'application de projection
que I'image de cette derniére.
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