QUOTIENT DE VARIABLES ALEATOIRES (C2, M4)
(17 /01 /2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Notion simple, qui intervient fréquemment en Statistique, notamment entre des va
positives : pourcentages, regles de trois, etc (cf estimateur par régle de trois).

(i) Soit (2, 9, P) un espace probabilisé et { = (§, 1) : Q R? un couple aléatoire
réel dont la loi P¢ = P& ™ est une loi absolument continue pr a A, et posséde une
densité notée f.

On appelle quotient, ou rapport, de n pr a & la va p définie selon :

n/g si&=0,

(1) p=
0 sinon.

([i)SipeL'r(Q, T ,P),ona:

(2) Ep=E(Mm/g = (EL En-(EL'CMI/E, L),
ou C (a, B) dénote la covariance entre deux va a et 3.

Autrement dit, si n (resp &) est un estimateur sans biais de E n (resp de E €), alors
E(n / &) differe de E n/ E € d'un terme qui dépend de C (p, &).

Ce résultat est utilisé eg en théorie des sondages (cf estimateur par le quotient).

Lorsque les variables sont dans Lg% on a (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ
conditionnelle) :

() (Cn/&,&)<oMm/E).c(E) (ouo()désigne I'écart-type).

On en déduit que le biais den /& pra E n/ E § est majoré selon :

(3) EM/E&-En/EE) <aon/g).o(C)/[EE|

On montre que la densité h de la va p s'écrit :

@ h) =layfoy,ndy-layfry,ydy,  vreR,

ou A désigne R. et B désigne R. .

Si§>0etsiE <o, hpeut se calculer selon :

5) h@=@riy'[(douv)/duu=-rvady, VreR,

ou ¢ désigne la fonction caractéristique de la loi du couple (&, n).
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(iii) A titre d'exemple, si & ~ N (u: , o) et n ~ N’ (u, , o,°) sont sont des va
normales indépendantes, la densité h pr a A1 de p est de la forme (cf méthode de la

fonction muette) :
(6) h(r) =a(r).[b(r)+c(r).d(r)], VreR,

avec :

a(r) = (2n)" . exp{(1/2) (" + 1) (A (1))* - B,

b(r) = 2(*+1)".exp{-(1/2) (* + 1) (A ()3,
(6)'

c(r) = 2m" P+ 1) . A(@),

d@) = 2. 0{r*+ 17" A} - 1,

oU A (r) = (ue / 62) 1+ (y / o), B? = (uz / 66)? + (un / 0,)° et @ désigne la fr de la loi
normale A°(0,1).

On peut remplacer les rapports u/ ¢ précédents par les inverses des coefficients de
variation propres an eta&.

(iv) Si € est & valeurs dans R.* (ie si P (£ >0) = 1), sir=n&" e LgP et s'il existe o. > 0

tq (£, n) admette une fonction génératrice g (u, v) = E e*"", V vtq |v| < a et V u tq
- 0 < U < o, alors les moments (algébriques) de p s'écrivent :

7) Er={;nn" Itj'1(j/dng(-t,v))v=0dt, Vje Np*.

(v) Si ¢ prend ses valeurs (ie si P¢ a son support) dans R.? et si { est de carré
intégrable, avec pour espérance E C et pour variance V(, et si |pz| < 1 (coefficient
de corrélation linéaire entre £ et i), on peut estimer le quotient (nombre certain) :

9) K= py/ope
a l'aide de l'estimateur par le quotient, ou estimateur du quotient :
(10) KN = YN / j(N ,

avec Xn=N"Z N X, et Yn=N"Z N Y, 00 Z=((X1, Y1) ,..., (Xn, Yn)) désigne
un échantillon iid issu de la variable parente = (&, n).

On établit que Ky est un estimateur (non paramétrique), en général biaisé, avec :

(1) EKy = (un/pe) + (07 /N) (s / ) - (N pen) 1 (02 o) + O (N?).
(vi) La méthode de QUENOUILLE permet de réduire des biais de cette nature.
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(vii) En théorie des sondages, la méthode d'estimation par le quotient constitue
une fagon simple d'intégrer une information a priori.


http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/T/Theorie_des_sondages.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Estimateur_par_quotient.pdf



