REGLE DE BAYES EMPIRIQUE (G3)
(08 / 05 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Au cours d'une suite d'expériences aléatoires, une procédure de BAYES
empirique consiste a définir une décision qui tienne compte du fait que les
observations successives apportent des « informations » sur le parametre, donc
peuvent conduire a modifier la probabilité a priori du statisticien.

(i) Soit (X, B, (Ps") < o) un modeéle statistique, image d'un modéle de base (Q, 7,
(Pg)e < ©) par une variable aléatoire (échantillon observable) X : Q — X (cf
observabilité), (D, Bp) un espace de décision et L : D x ® — R. une fonction de

perte. On suppose que © est doté d'une tribu de parties 3B ¢ sur laquelle est définie
une probabilité a priori I1, et I'on considére alors chaque loi Pg* comme une

probabilité de transition, dominée par une mesure positive c-finie p définie sur B
(cf famille de lois dominée).

Un probleme de décision bayésien consiste usuellement a définir le risque de
BAYES selon :

(1) Ru(3) = [R (5, 0)drI(0)

(ou R (., .) désigne la fonction de risque associée a L), puis a déterminer une
fonction de décision (eg pure) 6 : & + D tq ce risque soit minimum pra .

Le probléme précédente suppose que I1, non seulement existe (ie ait un sens), mais
aussi qu’elle soit connue (ou donnée) a priori (eg probabilité personnelle du
statisticien).

(i) Lorsque I1, supposée exister, n'est pas connue (ou donnée), et que le probléeme
bayésien précédent se pose de fagon répétée (probleme de décision
séquentielle), on peut (H.E. ROBBINS) définir une régle de décision adaptée a cette
situation.

Ainsi, soit (L, B, (Ps*)s < o) un modeéle d'échantillonnage asymptotique tq & =

TN, B = BN et P = (PeH)®N, vV N e N*, et soit (Xa, Tn))n < N+ UNE suite iid
constituée de couples aléatoires (X, , T,) qui sont des copies du couple (variable

parente) (&, 1) : Q > Lo X O, ou 1 est la va identité de © (ie t = ide). On a noté P>
la loi commune des X, (n € NN*) conditionnellement a © = 0. La suite (Tp), < N+ est

inobservable mais, a l'instant N+1, on a observé X ,..., Xn+1 -
On appelle alors regle (de décision) de T. BAYES empirique, ou parfois régle (de

décision) adaptative, toute (suite de) fonction(s) de décision &y : Lo > D définie
selon :


http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Suite.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Experience_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/D/Decision.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/O/Observation.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/I/Information.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Parametre.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Statisticien.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_statistique.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Echantillon.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/O/Observabilite.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Espace_de_decision.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/F/Fonction_de_perte.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/F/Fonction_de_perte.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/T/Tribu_de_parties.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Probabilite_a_priori.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Probabilite_de_transition.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Mesure_positive.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/F/Famille_dominee_de_lois_etc.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/R/Risque_bayesien.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/R/Risque_bayesien.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/F/Fonction_de_risque.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/D/Decision.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Probabilite_personnelle.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Probleme_de_decision_sequentielle.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Probleme_de_decision_sequentielle.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_d_echantillonnage.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Suite_independante_equidistribuee.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Couple_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Copie.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_parente.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_parente.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/I/Identite.pdf

(2) (X1 yeeey XN+1) — ONn+1 = ON (X1 . XN+1).

La fonction de perte encourue lorsqu'on décide dn+1 € D alors que t = Tn+ est
notée L (dn+1, Tn+1) =L (On (X1 ..., Xn+1), tn+1). On note Ry (Sn) la fonction de risque
associée a la fonction de perte précédente, et définie comme une fonction de
risque usuelle.

Par suite, on dit que 8 = (8N )n < N+ définit une suite de régle de T. BAYES
asymptotiquement optimale pour IT ssi :

(3) limN S+ R, N (ON7) = infsca R (3),

ou Ry désigne le risque de BAYES usuel (défini en (1)) et A I'ensemble des régles
de décision pures & : & - D (ie A = D¥).

(iif) L'approche de BAYES empirique précédente définit un probléme de décision
composeée. |l existe des méthodes permettant d'estimer IT a I'aide de cette approche
(cf eg théoréeme de ROBBINS).

La démarche générale de ces méthodes consiste donc a utiliser les observations X,
pour estimer la loi a priori I, ou méme pour estimer directement la régle de BAYES
elle-méme.
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