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L’expression (impropre) de régression spline ne correspond pas a un concept, mais
a une méthode de représentation et d'estimation d'un modéle de régression (le plus
souvent de forme non paramétrique) a l'aide de fonctions splines (cf aussi
estimateur spline de la régression).

(i) Soit (Q, 7, ) un modéle statistique et (£, n) : Q — R? un couple aléatoire réel.
On considére le modeéle non linéaire suivant (exprimé dans un espace de
variables) :

(1) n =fE) +e, avec Ec¢/ £ =0, Vel £ = o2

et I'on veut estimer la fonction de régression f.

On note :

(2) yn=f(X)+u,, avec Eu,/X =0, Vu,/X = o,  VneNy,

la représentation « observée » de I'équation (1) dans 'espace d'observation R",
obtenue en y substituant les observations y, de n et X, de &. On suppose que C (u,
, Ug) = 84 . 05 VY (0, B) (matrice diagonale) (cf corrélation, matrice de
corrélation), que la variable exogéne ¢ est bornée, ie que & e [a, b] et donc que a
<Xi<..<Xn<b(avec-w<aetb<+w)(ega=0etb=1).

(i) Si f est suffisamment réguliere (eg continue), son développement de TAYLOR
(avec reste intégral) s'écrit :

(3) f(x) = TP g X+ 5 (x) = a(x)+ 8 (x),

ou :

@) 3 = M. {p-1)Y" 1P ). (x-updy,
et ou f P désigne la dérivée d’ordre p de f.

Par suite, étant donné q valeurs distinctes &; (i € Ng*) tg a < 81 < ... < 8q < b, on peut
développer 6 selon :

(5)  8(x) = Tzt by (x- 8" +y () = B (X)+7(X),
ou I'on note z. = max (z, 0) la partie positive z* de z € R.

On dit alors que la représentation {(3),(4)} de f a l'aide de la fonction « spline »
d'ordre p définie par s = a + B est une représentation spline associée a la suite
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La fonction s constitue une approximation de f qui posséde des dérivées continues

connue), I'ensemble des fonctions splines d'ordre p est un espace vectoriel (de
dimension p + q), dont une base naturelle est {1, x,..., x*", (x - 81):"" ..., (x - 85):" ).

(iii) On appelle :

(a) régression spline a limites (ou segments) fixes le substitut du modéle (1)
défini par :

6) m=a@+BE+oe, avec Eq/E =0, Vol/t =0, ;

(b) alternativement, modeéle de régression spline a limites (ou segments)
fixes le substitut du modéle (2) défini par :

(7)  yn = a(Xn)+ B (Xa)+Vn, avec V v,/ X=0, C(Vy, Vg) =843 Op.

Cette substitution consiste a admettre que le reste y est « négligeable ». Les limites §;
peuvent étre les valeurs X, elles-mémes (avec q = N et §; = X, V n € N\¥).

Lorsque les coefficients de (5) sont nuls (ie b1 = ... = by = 0) et que y = 0, on obtient le
modéle de régression polyndémiale usuel. En faisant varier p et (8i)i=1.q , l&
modéle « spline » ainsi défini peut donc s’adapter de fagon « souple » au cas ou f est
inconnue ou de forme analytique complexe (cf complexité).

Par suite :

(a) lorsque les limites &; sont fixées (connues), on peut estimer le modele (2)
en estimant seulement le modéle (7), ie en estimant o + § au lieu de f. En pratique,
on estime les parameétres a; et b; (avec p + q < N) a l'aide d'une méthode ad hoc:
méthode des moindres carrés ou méthode du maximum de vraisemblance ;

(b) lorsque les limites &; sont inconnues, on les considére comme des
parametres supplémentaires, ce qui implique a priori p + 2 g < N (modéle « spline »
a limites, ou a segments, variables).

(iv) Si I'on admet pour fonction de perte une fonction quadratique pénalisée, ie
une fonction de la forme :

(8) L) = NIt fyn-f (Xa}2 + 27 [ (P )2,

on appelle estimateur « spline » de la régression (1) la solution en f du programme
mathématique :

(9) minL (f) sous fe W®2(a, b),
ou W ® 2 (a, b) désigne I'espace de S.L. SOBOLEV des fonctions f : R — R dont la

dérivée d'ordre p est de carré intégrable sur [a, b]. Cette méthode d’estimation est
parfois simplement appelée régression « spline ».
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Le parameétre A (ou A-1), appelé « paramétre » de pénalisation, ou « paramétre »
de régularisation, définit un équilibre (ou arbitrage) entre un ajustement des
moindres carrés (premier terme du second membre de (8)) et une pénalisation pour
non régularité de f (second terme, souvent appelé terme pénalisant ou terme
pénalisateur).

On détermine généralement A a partir de (X, y), notamment a 'aide d’'une méthode
de validation croisée.

On montre que la solution (unique) fy~ (simplement notée f7) de (9) est une fonction
spline polynémiale de degré 2 p - 1. Elle dépend donc, en général, de (f, X, 1), avec
X= (X1 yeeny XN).

En particulier, lorsque p = 2, on définit une régression spline cubique.

On montre que f ~ est liée a I'estimateur par le noyau (cf noyau) de f, au sens ou
elle est de la forme (cf méthode du noyau) :

(10) f~ = N"Zo™ K (o, Xa) - Yo .

Sous certaines hypothéses, le choix de (X, A) permet d'obtenir une solution fy~
convergeant vers f lorsque N — +co.

(v) Les notions précédentes s'étendent directement au cas de plusieurs variables
exogenes & (avec k € Ng*) ou au cas de plusieurs variables endogénes nq (avec g
€ NG*).

(vi) La régression spline s'applique aussi au modéle de régression a plusieurs
régimes, ou régression a structure variable (régression « segmentée ») (cf modéle a
structure variable).

Ce type de méthodes constitue aussi une aide a la modélisation (ie a la
spécification de modeéles): eg étude des réponses d'unités expérimentales
(matériel expérimental) a des traitements (cf stimulus), analyse des surfaces de
réponse (cf aussi dispositif expérimental).
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