STATISTIQUE DE HOEFFDING (G, H, I)
(1271172019, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2019)

(i) Soit (', B, £*) un modéle image d’un modéle de base par un N-échantillon X,

avec & = X", et (%, 8) un espace mesurable auxiliaire doté d'une structure de
groupe mesurable.

On appelle statistique de W. HOEFFDING, ou U-statistique, associée au modéle

précédent une statistique Uy définie par une application mesurable uy : &' — %
de la forme suivante (moyenne calculée sur No coordonnées de X) :

(1) Un = un(X) = (C") " Za0) & Kagt) s Xanioy),

ou X = (X1 ,..., Xn), I'entier Np (aussi noté N(0)) est généralement donné et tq 1 < Ng <
N, C\V© est nombre de combinaisons de N objets pris Ng & No , A(0) = {(o ,...,

ane) 1< o < ... < anpy < N} et ¢ : LoV > % est une application symétrique. On
a noté a(n) pour désigner a, (n =1 ,..., N(0)).

L’entier Ng est appelé degré de ¢ et 'application ¢ est appelée noyau de Uy .

En pratique, on a généralement (%, &) = (R, BR).

(i) Sous des conditions de régularité générales, dont :
(a) les va X, sont a valeurs dans s = R et forment une suite iid ;

(b) (%, 8) = (R, Br),
on montre que Uy est asymptotiquement gaussienne (cf normalité asymptotique).
Si Uy est de carré intégrable et si I'on pose E ¢ (X1 ,..., Xno) =, alors E Uy = a et :
(4) VUN = (N?/N).B+0O(N?) (grand zéro),

ou B =V ¢1 (X1), en notant (I)n (X1 . Xn) =E (I) (X1 yeees Xn oy Xn+1 . XN(O)), Y ne {1 .
No} etVv (X1 . Xn) e R".

(ii) Les U-statistiques de W. HOEFFDING interviennent dans divers contextes, eg :

(a) soit ¢ le noyau (supposé symétrique) d'une fonctionnelle linéaire h : F*
— R et Np le degré de h. La va réelle Uy définie par l'application mesurable uy

selon (1), ou I'entier Ngp < N est généralement donné et ou les va X, (n =1 ,..., N) sont
indépendantes, est une U-statistique. Cette statistique est un estimateur sans biais

de la valeur de la fonctionnelle h au point F € FX:
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(2) EUx = h(F), VFeT* et YN>Np.

Elle posséde une variance minimale dans la classe des estimateurs sans biais de
h (F). Enfin, sous des hypothéses générales de régularité, la loi asymptotique de Uy
est gaussienne ;

(b) dans le cadre du probleme a deux échantillons X = (X4 ,..., Xu) et Y = (Y,
, Yn) (cf probleme a plusieurs échantillons), on utilise souvent (cf test de
WILCOXON, test de MANN-WHITNEY) une statistique de la forme :

(3)  Uwn = Zn=t" Zoat™ 1amn) »

ot A(m,n) = XM >YM ={w e O : X™ (0) > YV (o)} et ou X = (X, XN) et YV =
YD .., YV) sont les statistiques d'ordre (ou échantillons ordonnés) resp
associées a XetY.

Uun est une U-statistique de HOEFFDING qui indique le nombre de fois ou une
coordonnée de X dépasse une coordonnée de Y. Elle peut étre utilisée pour un test
de décentrement (cf test de déplacement).
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