STATISTIQUE EXHAUSTIVE (G1, G5)
(26 /04 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Notion fondamentale de Ila Statistique (R.A. FISHER), une statistique
« exhaustive » posséde la propriété de contenir toute l'information (utile) pour
réaliser une inférence statistique relative a un parameétre d'intérét.

(i) Soit (X, B), (Pe ) < o) un modéle image exprimé sous forme paramétrée, (., &)

un espace mesurable auxiliaire, s : & +— & une application mesurable (ou
statistique), et S = s (X) la « statistique » déduite de s. On peut présenter le concept
de statistique exhaustive de trois fagons.

En effet, on dit que s (resp S) est une statistique exhaustive pour le paramétre 6 €
®, ou pour la famille de Ip (Py*)s c o , SSi :

(a) ou bien s (8) = B est une sous-tribu exhaustive de %B. On note parfois
6 (s) ou o (S) cette sous-tribu.

Autrement dit, S (o) = s 0 X (») étant connue (observée dans ), la connaissance de

o lui-méme n'informe pas davantage sur 6 € ©, ie sur la « vraie » loi de probabilité
Po* de X ;

(b) ou bien la loi conditionnelle de X sachant S ne dépend pas de 6. On dit
encore que s (resp S) est exhaustive pour 6 € O ssi, quelle que soit la statistique z

(resp Z) a valeurs dans un espace (£, @) et définie par Z = z o X, la loi
conditionnelle de z (resp Z) sachant S est indépendante de 6. On retrouve ce qui

précede en posant z = id ¢ et en supposant que (£, D) = (U, B) ;

(c) ou bien (P.R. HALMOS-L.J. SAVAGE) il existe une détermination de Ila loi
conditionnelle de X sachant s (resp S) qui est indépendante de 06 € ®. Autrement dit,
il existe dans ce cas une fonction mesurable s — Q (B / S = s) indépendante de 6 €
O et tq (cf application mesurable) :

(1) PXBNs'(E) ou Py(XeBlN[ScE]) = JcQB/S=s)dPs (s),

pour tout couple de parties (B, E) € B x & et tout 6 € ©. On note (Py°)s < o la famille
des lois qui sont les images des lois Py par s (ie Ps° = s (Py¥)), ou les images des
mesures de probabilité Py par S = s 0 X (ie Ps® ='s 0 X (Pg) = P¢® ° %) (cf mesure

image), et I'on note par s aussi bien la statistique s : & +— & que l'une de ses valeurs
soX(w)=S (n)e &.

Il existe ainsi une probabilité de transition N de & x & dans & tq:
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(1) PSBNs'(E) ou Py(XeBlN[SecE]D) = JcN(s,B)dPs (s),
pour tout couple (B, E) e B x & ettout 6 € O.
(i) Une statistique exhaustive posséde d’'importantes propriétés :

(a) elle « apporte » sur 6 la méme « quantité d'information » (au sens de
FISHER) que I'échantillon dont elle provient (cf information de FISHER). En ce
sens, elle ne génére pas de perte d’information ;

(b) elle existe toujours (eg I'échantillon X lui-méme) ;

(c)sis: &' > Sett: & — Z sont deux statistiques et si ¢ : & — Z est une
application bimesurable (ie bijective et mesurable, ainsi que son inverse), alors :

(2) {s est exhaustive} = {t= ¢ o s est exhaustive};

(d) si {(L, B), (P ) <o, (D, Bp), L} est un probléeme de décision statistique
associé au modele précédent, et si s (resp S) est une statistique exhaustive pour 0,

alors I'ensemble G5 des régles de décision pures 3, : & +— D basées sur s forme

une classe essentiellement compléte (ie G5 est formé des éléments extrémaux pour
la relation d'ordre définie sur D par la fonction de risque R associée a la fonction
de perte L du probleme) (cf classe compléte de régles de decision).

(iii) Une statistique exhaustive peut se définir aussi bien sur un modéle image

(comme ci-dessus) que sur le modéle de base ((Q2, 7, (Pg)o < ©) qui le sous-tend.
Dans le second cas, le formalisme des notations est plus simple.

(iv) Si X est un N-échantillon (X; ,..., Xn) de taille N potentiellement variable, la
propriété d'exhaustivité conserve son intérét ssi elle est vérifiée quelle que soit N. Si
c'est le cas, on dit parfois que X « permet » une statistique exhaustive de 0. Il suffit,
pour cela, que cette propriété soit vérifiée a partir d'une certaine taille N € N*.

(v) On peut s'intéresser a un parameétre dérivé t = g (0) au lieu du parameétre 6 € ©
lui-méme, avec g : ® — A (application mesurable donnée, a valeurs dans un

espace (A, 9B ,)). La notion d'exhaustivité s'étend directement a cette situation. Il en
est de méme en présence de parameétre importun.

(vi) Une statistique exhaustive permet souvent de « simplifier » un probléme
statistique lorsque la variable observée X est une variable « complexe » a analyser
(eg lorsque le nombre N des observations X, est élevé). Le critére de factorisation
permet, sous certaines hypothéses, d'exhiber de telles statistiques.
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Pour traiter un probléme statistique, le principe d'exhaustivité consiste ainsi a
n'utiliser que des statistiques exhaustives.

A l'opposé d'une statistique exhaustive, une statistique libre (ou statistique
ancillaire) n'apporte aucune information sur le parameéetre d'intérét 6 < ©.
Exhaustivité et liberté sont donc deux concepts « antinomiques ».

(vii) Une terminologie ancienne qualifiait une statistique exhaustive s (resp S) de
« résumé exhaustif » (G. DARMOIS), voire de « statistique suffisante » (de I'anglais
« sufficient statistic »), pour désigner une statistique exhaustive, ie une statistique qui
épuise toute l'information apportée par I'échantillon.
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