TEST DES SEQUENCES (ou TEST DES SERIES) (E, I2, N)
(10 / 05 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Le test des séquences, ou test des suites, est un test non qui paramétrique
intervient dans le cadre du probléme a un échantillon ou dans celui a deux
échantillons. Ce test est fondé sur la notion de séquence.

(i) Dans le cadre du probléme a un échantillon, on considere un modéle

statistique (2, 7, &) et une suite de vars X = (Xy ,..., Xy), ou X, : Q — R pour tout
n=1,...,N.

On suppose que X est une suite indépendante et I'on note PX™ Ia loi de X, et F, sa
fonction de répartition (n =1 ,..., N) (ou les X(n) désignent les X,).

On veut tester 'hypothése d’équidistribution de X, ie I'hypothése de base :
(1) Ho: P = =p®N

(cf suite équidistribuée), contre une alternative de tendance tq eg :

(2)  H;: Xest stochastiquement croissante,

iea<B = F,>Fg V (o, B) € (Nv*)% (cf croissance stochastique, test des rangs
séquentiels).

Soit Z = (Z4,..., Zx) la suite des séquences de +1 et de -1 associée a X, et soit Ty le
nombre total des séquences de séquences de la suite Z. On dit que Ty est la
statistique des séquences, ou statistique des séries.

A « distance finie » (ie lorsque N << +x), on montre que Ty admet, sous I'’hypothése
Ho , les deux premiers moments suivants :

EoTn = (2N-1)/3,
(3)
Vo Tn = {oo(Tn)} = (16 N - 39) / 90,
ou op (Sn) désigne I'écart-type de Sy .
Lorsque la taille de I'échantillon est importante (ie N >> 0), le test des rangs est

défini a partir des régions critiques (de seuil a donné) qui se déduisent de la
propriété asymptotique suivante (convergence en loi) :

@)  £Un) -, N0, 1) (loi normale réduite),

ou Un = (Tn - Eo Tn) / oo(Tn) (statistique centrée réduite).
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(i) Dans le cadre du probleme a deux échantillons (cf probleme a plusieurs
échantillons), on teste I'hypothése de base (homogénéité stricte) :

(5) Ho:Py> =P

a l'aide de deux échantillons aléatoires indépendants, X' et X? (cf indépendance,
échantillon indépendant), respectivement engendrés par les vars & et &, .

L'hypothése alternative est I'hypothése « complémentaire » (ou « hypothése
omnibus ») Hq : P25 = P4°.

On note X = (X', X% I'échantillon d'ensemble, ou échantillon « empilé », ou
échantillon « global », et 'on suppose X? indépendant de X'. On note X"
I'échantillon ordonné associé a X (cf statistique d'ordre) et N = N1 + N2 le nombre
total d’'observations.

On considére alors 'ensemble e des indices des coordonnées X™ de X qui sont
égales aux coordonnées X1 oy de X' = (X1.1,..., Xin), i€ :

6) e = {n e Ny*:ilexiste ny e Nnay* tg X = Xy ).

On note E I'ensemble constitué de tous les ensembles e, avec Card E = Cy\"V
(nombre de combinaisons de N éléments parmi N).

Sous I'hypotheése Hp , E est doté de la loi uniforme discréte définie par p (e) =
(card E)', Ve eE.

Par ailleurs, on définit la séquence des coordonnées de X' dans X comme étant le
plus grand nombre de coordonnées consécutives de X qui sont égales a des
coordonnées de X'. On note Sy la statistique définie comme le nombre de
séquences de coordonnées de X'.

On appelle alors test des séquences, ou test des suites, ou parfois test des
séries, un test de 'hypothése Hy basé sur la statistique Sy -

Une région critique de niveau a < ]0, 1[ pour ce test est de la forme w = [Syinee) <
J1-a), OU Q1 -4 €st le quantile d'ordre 1 - a de la loi de Syin) -

Si N¢y < N3 (ce qui ne restreint en rien la généralité), la loi de probabilité (a distance
finie) Po de Snene) est la suivante, toujours sous I'’hypothése Hy :

(a) pour toutny € {1 ,..., Nq}:
(7)  Po(Snane=2n4]) = 2(A.B)/D,

avec A = CN(1)-1n(1)_1, B = CN(2)-1n(1)-1, D= CN(1)+N(2)N(1) (ou C? désigne le nombre de
combinaisons de s éléments parmir) ;
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(b) pourtoutns e {1,..., Ny -1}:
8) Po([Sniney=2n4+1]) = (C.B+A.E)/D,
avec E = Cypy"";
(c) pour tout Ny <Nz -1:
9)  Po ([Sniine =2 Ny +1]) = Cya" /D
(d) dans les autres cas, Py ([Sn¢ne) = 8]) = 0.
Sous 'hypothése Hy , les deux premiers moments sont alors :

1+2 (Ny+N2)" Ny. Ny,

Eo Snene)
(10)
Vo Snine) = 2 (Nq + Nz)_2 (N1 + N3 - 1)-1 N1.N2(2Nq.N2-Nq-Ny).

La tabulation de la loi permet, pour un seuil a € ]0, 1] donné, de réaliser le test a
distance finie, ie max (N1, N2) << +oo.

Par suite (toujours sous Hp), on a la propriété asymptotique suivante
(convergence légale) :

(11) .LD(UN(”N(Q)) > N* > -./V,(O, 1) (loi normale réduite),

ou UN(1)N(2) = (SN(1)N(2) = Eo SN(1)N(2)) / (o)) (SN(1)N(2)) désigne la statistique centrée et
réduite (cf normalisation), oo (Sniine) = {Vo SN(1)N(2)}1/2 désigne l'écart-type de
SN(1)N(2) et N* = min (N1 ) N2).

Ceci permet de définir le test des séquences (asymptotique), lorsque les
observations sont en nombre suffisant (N4 >> 0 et N, >> 0).
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