THEOREME DE GAUSS - MARKOV (H3, G4, J)
(06 / 05 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Le théoreme de GAUSS - MARKOV constitue I'un des grands résultats de la
théorie de la régression.

(i) Dans le cadre du probléme linéaire, on note &(.%) I'ensemble des estimateurs t
définis par les propriétés suivantes :

(a) t est un estimateur linéaire (pray)de cp = A mp;

(b) t vérifie le principe de réduction suivant :
(1) t(H) = A(H.

Deux criteres de comparaison entre estimateurs appartenant a &(J£) sont les
suivants. On préfére t1 a t; (notation t1 > t5) ssi :

(a) premier critére (critere de dispersion scalaire quadratique, ou de perte
en norme quadratique) :

(2)  Eplliti () -Amell® < Ep|lt2 (y) - A mell?, VPe®;

(b) second critére (critere de dispersion vectorielle quadratique, ou de perte
vectorielle quadratique) :

(3) D(ti(y)-Amp) < D(t2(y)-Amp), VPe2,

qui s’explicite selon :

B) h{Dt(y)-Amp)} < W {D((y)-Amep)}, VheR%,VPe®,
ou encore ;

(3)"  Ep{h'(ti (y)- Amp)}* < Ep{h'(t2 (y) - A mp)}, VheR:,VPe 2.

(i) C'est souvent le second critére qui est choisi. Dans ce cas, le théoréeme de C.F.
GAUSS - A.A. MARKOV se présente sous plusieurs formes :

(a) forme géométrique. Soit I1 le projecteur orthogonal de RN sur Lett e

E(X). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(@)t = AII;

(@)D (t(y)-Amp) < D(s(y)-Amp),Vsec 8 (£, VPeP;
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(as) Er lIt () -Ampll® < Eplls () -Amell’, Vs e 8(H) VP eP;

(b) forme paramétrique. Soit X € Mnk (R) et B € Mqk (R). On admet, outre
les hypothéses usuelles du modeéle de régression linéaire multiple (cf méthode des
moindres carrés ordinaires), les suivantes :

(by) il existe bp € R¥ tq :
(4) mp=Epy-Xbp,VP€Q;

(b2) le nouveau paramétre B bp = dp est estimable, ie il existe une matrice A € Mqn
(R)tq:

(5) B =AX;

(bs) on se restreint a I'ensemble &a (£) des estimateurs tq :

6) teba(H < {TeMan(R)etTII=ATI},

autrement dit T et A coincident surIm X = £ (ou T désigne la matrice associée a t).

Alors, pour tout estimateur t € &a (£), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(bs) T = AIT;
(bs) Ve (Ty) < Vp(SYy), Vs e Ea () de matrice associée Set VP e & ;

(c) forme classique. On suppose, outre ce qui précéde, que X est injective
(ie X e Mono (R, RY), donc que X' X e Rk (R) (matrice réguliére), et I'on pose :

)T =(XX)"X;

(c2)te =T e Mn (R)etT X = Ik (ou T désigne la matrice de t).
Alors, t (resp T) veérifie les trois propriétés équivalentes suivantes :
(Cs) T=T";

(ca) Ve (t(y)=Vp(s(y),Vse 8 VP e ®?;

(cs) pour tout y € RV, la propriété des moindres carrés ordinaires suivante est
vérifiée :

7))  lly-XTyl? = infycrelly - X b||.

(iii) Dans la forme classique (c) du théoréme on a donc :

(8) te & < t(y)estime bp sans biais (ie E t (y) = bp).
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On ajoute parfois, a cette forme du théoréme, la propriété suivante : sidim £ =L est

donnée (en particulier, si dim £ = dim (Im X) = K), alors :
(9)  (N-L)".||(Ix-T1) y||* estun estimateur sans biais de op?.

(iv) Le modéle de régression linéaire multiple, écrit dans 'espace des observations
selony=Xb+u(QUEuUu=0,Vy=Vu=oply), est un exemple d’application dans
lequel on estime b par la méthode des mco (ie b est estimé par b” = (X' X)" X' y).
On cherche alors a estimer le nouveau paramétre dp = B bp .

Le théoréme précédent indique que, dans la classe des estimateurs linéaires (pr a y)
d” de dp , supposés sans biais, l'unique estimateur de dp tq la matrice Vp d” - Vp d
est semi-définie positive (cf matrice définie positive) n'est autre que d"=Bb’, ou
d” désigne un estimateur linéaire sans biais quelconque.

Il constitue un cas particulier, tres utilisé, du théoreme de AITKEN-GAUSS-
MARKOV, dans lequel la dispersion V u # o2y .
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