THEOREME(S) DE KOLMOGOROV (B1, B4, C4, E, N)
(29 / 04 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Il existe de nombreux résultats connus sous le nom de théoreme de A.N.
KOLMOGOROV. Les suivants figurent parmi les plus classiques.

(i) Loi un-zéro de KOLMOGOROV. Soit (2, 4, P) un espace probabilisé et X =
(Xh)n < N une suite indépendante constituée de variables aléatoires scalaires

complexes X, : Q — C. On note & ., une propriété asymptotique susceptible d'étre
vérifiée par X et A I'événement suivant :

(1) A ={oeQ:x=X(w)veérifie L.},

ou X (®) = (Xn (®))n N = (Xn)n <N = X.

La loi zéro - un de A.N. KOLMOGOROV s'exprime alors par ;
(2) P (A) eNy, ou N1 = {0, 1}.

Autrement dit, la probabilité pour que %, soit une propriété asymptotique pour X
vaut soit 0 (fausse), soit 1 (vraie). Ce résultat intervient souvent en théorie des
processus.

(i) Condition suffisante d'existence d’une limite pour un systéme projectif de
probabilités. Ce trés important théoreme permet de construire une mesure de
probabilité sur un espace de dimension infinie. On en présente trois versions :

(a) soit (i , @) <1 (I quelconque) une famille d'espaces localement

compacts et, pour touti € I, 7 = ¢ (@) la tribu borélienne de l'espace (Q; , @)). On
note ® I'ensemble {J = | : card J < +w} des parties finies de | et, pour tout J € ®, P’
une (mesure de) probabilité de RADON définie sur l'espace produit (fini et

localement compact) Q’ = I <y © (cf mesure produit). Alors, le systéeme projectif
de probabilités (P’), . » admet une limite projective, et celle-ci est unique ;

(b) dans le cas réel ot Q; = R, pour touti e I, et Q =IT; ., Qi =R', on note 7 =

Qi1 Ti=(RB R)®' la tribu produit et I'on suppose que, pour toute suite finie (i ,..., in)

définies sur Ti) ® ... ® Ty, qui lui est « compatible » (ou « adaptée »), ie tq (en
notant par commodité i(a) pour i) :

B)  Pi)..im (A) = Pigty_imyin+1) AXR), VA e ®u=1" Ti),

quelle que soit la suite finie (i1 ,..., in) € I" et quel que soit I'entier n € N*. Alors, il
existe sur (R, 7°) une (mesure de) probabilité, unique, dont la projection sur tout
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probabilisables) ;

(c) on cherche souvent a construire sur un espace probabilisé (2, 9, P) une

suite X = (Xn)n < n constituée de va X, : Q — R (droite numérique achevée) en sorte
que, pour tout n € N, la loi jointe du (n+1)-uple X(n) = (Xo , X1 ,..., XN) est égale a
une mesure de probabilité IT, donnée a priori. On suppose que la suite IT = (ITy)n < N
de ces probabilités vérifie la propriété de projectivité suivante (les X(n) désignent
les X,) : pour tout entier n € N et tout entier p € N, = {0, 1 ,..., n}, I''mage de la loi

PX™ = £ (X,) par la projection pry, : R™" > RP*" (p < n) définie par :
(4) Prop (X0 ; X1 5oy XN) = (X0 5 X1 5.+, Xp)

n'est autre que la loi PX® = £ (X,). Autrement dit, on suppose que :

(3)  Pprap (Px(n)) = pX®), VpeN,etvneN.

Cette version du théoréme de A.N. KOLMOGOROV est contenue dans la propriété
suivante. Quelle que soit la suite IT de probabilitts IT, resp définies sur les
espaces R™' (ou n parcourt N) et vérifiant la propriété de projectivité (3)

précédente, il existe une mesure de probabilité unique P définie sur 7 et tq:
(5) X (P)=P™=1,, VneN.

Autrement dit, I''mage P*™ = £ (X,) de P par X, n'est autre que II, , pour chacun
des indices n € N.

A titre d’exemple, I'espace probabilisable (RN, B (R")) (produit infini dénombrable)
(ie 'espace des suites réelles) peut étre probabilisé par la (mesure de) probabilité
P*, image (au sens précédent) de P par la suite X = (X,)n < n . Cette image P définit
la loi de probabilité de la suite aléatoire X.

Une version analogue de ce résultat existe pour des vecteurs aléatoires, ie pour
des variables X, : Q — R".

Cette propriété explique limportance de ce théoréme dans des branches
importantes du calcul des probabilités et de la Statistique : suites de variables
aléatoires, échantillonnage, théorie séquentielle, théorie des processus.

(iii) Théoréme ergodique de A.N. KOLMOGOROV. Ce théoréme est une version,
adaptée aux processus stochastiques, du théoreme de BIRKHOV.

On considere un processus X = {(Q2, 7, P), (R, BRr), Xk} tq:

(a) X est en temps discret, avec T = N*;
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(b) X est un processus strictement stationnaire ;
(€) Xn e LR (Q, T, P), Vn e N*(processus « intégrable »).

Alors, il existe une variable aléatoire notée X, , élément de £R', tq la suite des
moyennes empiriques :

6) Xy = N"ZN X,

converge fortement vers X, , ie (cf convergence forte) :

7)) Xn — Xs (P-p.s.).
De plus, on a:
(8) E X, = EX,, v n e N.

Un exemple classique est le suivant. Si X = (X;)n < N €st une suite iid selon une loi
commune P%, avec E & < o, on déduit de ce théoréme la convergence suivante :

9 Xy =N"Z-NX, > Et (P-p.s.).


http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Processus_strictement_stationnaire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Moyenne_empirique.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Convergence_forte.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Suite_independante_equidistribuee.pdf



