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THÉORÈME DE NEYMAN - PEARSON (G4, I1, I2, I4) 
(05 / 05 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020) 
 
Le théorème de J. NEYMAN - E.S. PEARSON est un résultat fondamental théorie 
des tests (cf test d'hypothèses). On en présente ci-après une forme élémentaire et 
une forme généralisée. 
 

Soit (X, B, PX) un modèle image. On suppose ce modèle dominé par une 

mesure positive -finie  (cf famille de lois dominée, mesure -finie). 
 

(i) Forme élémentaire. On considère un problème de test entre deux hypothèses 

simples H0 :  = 0 et Ha :  = a , où l'on suppose que PX = (P
X)   (forme 

paramétrée) et que 0   et a   sont donnés. 
 

Le théorème affirme alors que : 
 

(a) quel que soit   [0, 1], il existe un test de NEYMAN  tq : 
 

(1) E0  (X)  =   (test de niveau ), 
 

où E0 désigne E0 (espérance calculée avec la valeur 0 de ). 
 

Pour un tel test, on peut poser : 
 

(2)  (x)  =    ]0, 1[ (constante) 
 

lorsque f1 = k . f0 (-p.p.), où  domine le modèle considéré ; 
 

(b) le test  est un test de NEYMAN ssi : 
 

(3) E1  (X)  E1  (X),     tq  E0  (X)  E0  (X). 
 

(ii) Forme généralisée (H. CHERNOFF - H. SCHEFFÉ). On suppose que 1 ,..., m 
est une suite finie de valeurs du paramètre  et l’on note Pi

X pour désigner P(i)
X et 

(i) pour désigner i (i = 1 ,..., m). La suite (Pi
X)i = 1 ,..., m est encore supposée 

uniformément dominée par , et l’on note alors fi = dPi
X / d la densité de Pi

X pr à . 
 

Si  représente l'ensemble des tests  : X  [0, 1], on pose : 
 

 Pm-1  =  {E1  (X) ,..., Em-1  (X)) :   }, 

(4) 

 Pm  =  {E1  (X) ,..., Em  (X)) :   }, 
 

pour définir le diagramme des puissances resp dans Rm-1 et dans Rm, où l'on note 
comme précédemment Ei pour désigner E(i) (espérance calculée avec la probabilité 
Pi = P(i) dont l'image par X est Pi

X). 
 

Alors : 
 

http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/T/Theorie_des_tests.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/T/Theorie_des_tests.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/T/Test_d_hypotheses.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_image.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Modele_domine.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Mesure_positive.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/F/Famille_dominee_de_lois_etc.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/M/Mesure_sigma_finie.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/H/Hypothese_simple.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/H/Hypothese_simple.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/T/Test_de_NEYMA.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/N/Niveau_d_un_test.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Esperance_mathematique.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Constante.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/T/Test_de_NEYMA.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Suite.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Parametre.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Ensemble.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/D/Diagramme_des_puissances.pdf


 2 

(a) il existe un test  solution du problème de programmation 
mathématique suivant : 
 

 max Em  (X) 
(5) 

sous Ei  (X) = ci (constante donnée),  i  (1 ,..., m-1), 
 

où c = (c1 ,..., cm-1)  Pm-1 ; 
 

(b) si un test  vérifie les contraintes du programme (5) et qu’il est de la 
forme suivante (où les inégalités sont vraies - p.p.) : 
 

   1  ssi  fm    i=1
m-1 ki . fi , 

(6)  (x)  = 

   0  ssi  fm    i=1
m-1 ki . fi , 

 

alors  maximise Em  (x) sous ces mêmes contraintes ; 
 

(c) si un test  vérifie les contraintes du programme (5) et qu’il est de la forme 
(6) ci-dessus (avec ki  0, i = 1 ,..., m-1), alors  maximise Em  (X) sous les 
contraintes : 
 

(7) Ei  (X)    ci ,   i = 1 ,..., m-1, 
 

où c = (c1 ,..., cm-1)'  Pm-1 ; 
 

(d) si   Int Pm-1 (intérieur de Pm-1), alors il existe un test  de la forme (6) 

vérifiant les contraintes de (5), et tout test maximisant Em  (X) sous ces contraintes 
est de la forme (6). 
 

(iii) La forme généralisée du théorème permet de traiter les problèmes de tests 
bilatéraux de la forme (cf test bilatéral) : 
 

(6)' 0  =  { :   -}    { :   +}, 
 

dans laquelle (- , +)  2, avec -  + et   R. 
 

En effet, dans ce cas, lorsque PX est une famille exponentielle tq : 
 

 (dP
X / d) (x)  =  c () e a () . t (x), 

(9) 
 V t (X)    0,     , 
 

il existe un test , test uniformément le plus puissant au seuil , de la forme : 
 

1  ssi  c-   t (x)   c+ , 
 

-  ssi  c-  =  t (x), 
(10) 

http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/P/Programmation_mathematique.pdf
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+  ssi  t (x)  =  c+ , 
 

 0  ssi  c-    t (x)  ou  t (x)    c+ , 
 

les diverses constantes étant déterminées par les conditions de niveau : 
 

(11) E-  (X)  =   et E+  (X)  =  . 
 

Cependant, on a alors : 
 

(12) E  (X)    ,    [- , +]. 
 

(iv) Ce théorème est ainsi au centre de la théorie des tests. Dans cette théorie, mise 
en oeuvre dans des contextes très divers, on privilégie les tests de niveaux 
inférieurs à  et l'on recherche ceux (ou celui) d'entre eux qui sont de puissance 
maximum (cf puissance d’un test). 
 

http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Situation_statistique.pdf
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