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THÉORÈME DE SLUTZKY (A4, E, N3) 
(15 / 05 / 2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020) 
 

Deux propriétés sont connues sous le nom de théorème de SLUTSKY : l'une 
concerne la convergence d’une suite de variables aléatoires, l'autre la 
transformation d’une série temporelle. 
  
(i) Premier théorème de E.E. SLUTZKY 

 
Ce théorème possède une forme faible et une forme forte : 
 

(a) forme faible. Soit (, T, P) un espace probabilisé et (X, O) un espace 

topologique, qui est un espace mesurable avec sa tribu borélienne B =  (O), et 

X = (Xn)n  N une suite de variables aléatoires Xn :   X, ie une suite 

d'applications (T,B)-mesurables, non nécessairement indépendantes entre elles. 

En pratique, on a souvent X = RK. 

  

Soit, d'autre part, f : X  RL (L  1) une fonction continue, ie tq f -1 (R)  B,  R  

O(RL) (ouverts de RL) (cf application continue). 
 

Alors, si X tend (en probabilité) vers une va (éventuellement dégénérée) X (cf 
convergence en probabilité), la suite Y constituée des variables aléatoires Yn 
définies selon : 
  
(1) Yn  =  f (Xn),  n  N, 
  
tend aussi en probabilité vers la variable aléatoire Y définie par : 
  
(2) Y  =  f (X). 
  
Autrement dit : 
 
 

(3) Xn  
P  X    Yn  =  f (Xn)  

P  f (X) = Y , 
  
ie la convergence en probabilité se conserve par transformation continue d’une suite 
de va. 
  
Cette version faible du théorème s'écrit souvent : 
  
(3)' P-limn f (Xn) = f (X)  ou simplement plim f (Xn) = f (X). 
 

(b) forme forte. Dans le même cadre que précédemment, on établit une 
propriété analogue en termes de convergence P-presque sûre (cf convergence 
presque sûre), ie : 

http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Suite.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Serie_temporelle.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Espace_probabilisable_espace_probabilise.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Espace_topologique.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Espace_topologique.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/E/Espace_mesurable_espace_mesure.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/T/Tribu_borelienne.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/S/Suite.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/A/Application_continue.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Convergence_en_probabilite.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/V/Variable_aleatoire.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Convergence_presque_sure.pdf
http://jeanalain.monfort.free.fr/Dicostat2005/C/Convergence_presque_sure.pdf


 2 

 
(3)'' Xn  

P-p.s.  X    Yn  =  f (Xn)  
P-p.s.  f (X) = Y . 

  
Autrement dit, la convergence presque sûre se conserve par transformation 
continue d’une suite de va. 
  
Cette version forte s'écrit aussi : 
  
 lim P-p.s.  f (Xn)  =  f (X), 
 

(3)''' pslimn  f (Xn)  =  f (X), 
 

 lim  f (Xn)  =  f (X) (P-p.s.). 
  
On a donc, resp : 
  
(4) ' plim f (Xn)  =  f (plim Xn) 
  
et : 
  
(4)'' pslim f (Xn)  =  f (pslim Xn). 
  

Si f n'est pas définie en certains points xi (i  l) de X (eg si f (xi) RL \ RL au point xi 

 X), le théorème faible vaut encore si P ([X () = xi]) = 0. 

  
(ii) Second théorème de E.E. SLUTSKY 
 
Ce théorème concerne une propriété qui peut s’observer lorsqu’on transforme un 
processus ou une série temporelle par filtrage (eg moyenne mobile). 
  

Soit X = (Xt)t  T un processus stochastique réel scalaire (ie X = R) en temps discret 

(ie T = Z). Les entiers m  N* et n  N* étant donnés, on définit le processus de 
moyenne mobile élémentaire suivant : 
  
  Xt  =  Xt + Xt+1 , 
(5) 

Yt  =  m Xt  =   (m-1 Xt), 
  
puis le processus : 
  
(5) Zt  =  n Yt (différence finie d'ordre n). 
  
Le théorème de E.E. SLUTSKY, parfois appelé théorème de la limite 
sinusoïdale, est alors le suivant. Si lim (M / n) =   ]0, 1[ lorsque min (m, n)  +, 
le processus Z = (Zt)t  T tend vers un processus harmonique particulier, de type 
sinusoïdal, dont la fréquence  est donnée par : 
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(7)   =  Arc cos {(1 - ) / (1 + )}. 
  
Ce résultat, qui a été généralisé, montre que l'on peut introduire des périodicités 
fictives (ou des cycles fictifs) lorsqu'on transforme (eg par moyenne mobile ou par 
lissage) une série temporelle ou un processus. 
  
Cette procédure conduit à une « anomalie » appelée « effet SLUTZKY », ou encore 
effet de E.E. SLUTZKY - G.U. YULE. 
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