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La « mesure » d’'un « volume » peut s'interpréter mathématiqguement comme la

valeur d'une mesure (au sens de la théorie de la mesure) attachée a une partie
mesurable.

(i) Etant donné un espace mesureé (E, .7, n) et une partie mesurable A € .7, on
associe a A la mesure p (A).

En pratique, I'espace considéré est un espace euclidien réel R" , muni de sa tribu
borélienne B (R") sur laquelle on considére la mesure de LEBESGUE A, .

La partie A représente une figure géomeétrique (boule ou sphére, parallélépipede,
ellipsoide, etc) et la valeur A, (A) est appelée volume de A.

(i) A titre d'exemple, on peut citer les volumes suivants :
(a) celui du parallélépipéde, ou « pavé », soit A =ITi=" [a;, bi[ :
(1) Vn (a, b) = Hi=1n (bi = ai) ;

(b) celui de la boule unité A =B, (0, 1) = {x € R": [|x||* < 1}, ot ||x|[?> = Zi=1"
xi%. Ce volume V,, = &, (Bn (0, 1)) vaut :

(2) V., = a"2/T{n/2)+1} (cffonctionT);

(c) celui de la boule de centre 0 et de rayon r > 0, soit A=B, (0,r) ={x € R":
|IX||? < r?}. Ce volume vaut :

2. " (2nP/{13....(2p+1)}  ssin=2p+1
(3) Vi =
Ma"/p! ssi n=2p.

(iii) Les exemples précédents supposent que les parties A sont de méme dimension
que R" et non A-négligeables.

Ainsi, dans R®, le volume de la boule B3 (0, 1) = (4 / 3) =, tandis que celui du disque
S ={x € R®: x4 + x2 = 1, x3 = 0} est nul pour la mesure A3 et vaut A, (S3) = = pour la
mesure A, (ie aussi pour la restriction de A3 au plan x3 = 0).

(i) En Statistique, les notions de volume (de surface, de longueur, etc)
interviennent dans deux contextes principaux :
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(a) le premier concerne la géométrie stochastique (ou géométrie aléatoire),
qui est la géométrie des figures aléatoires, ou encore celle les variables aléatoires a
« valeurs geométriques » (cf Statistique géomeétrique).

Une figure géométrique aléatoire est simplement une figure géométrique (eg une
variété différentielle) dont certaines caractéristiques dépendent de « parameétres »
aléatoires : ainsi en est-il d'un cercle de R? dont le rayon r suit eg une loi
exponentielle, ou d'une droite dans R? dont un coefficient directeur suit une loi
uniforme continue. Cette géométrie étudie diverses questions tq I'étude de la
probabilité qu'une telle figure coupe une région (elle-méme aléatoire ou non) de
I'espace.

Une variable aléatoire géomeétrique n’est ainsi autre qu’une variable aléatoire dont
I'ensemble des « valeurs » est lui-méme un ensemble de figures géométriques :
ainsi en est-il d'une variable aléatoire égale a un ellipsoide donné avec la probabilité
p et égale a un tore avec la probabilité 1 - p. La notion de probabilité géométrique
est la notion de base utilisée dans ces questions ;

(b) le second concerne I'étude des régions de confiance, ou celle des tests
associés. Ainsi, on recherche généralement, dans l'ensemble des régions de
confiance relatives a un parameétre donné et de niveau donné, celle(s) qui sont les
plus « précises », ie qui « entourent » le plus possible la vraie valeur (supposée) du
paramétre (cf région de confiance la plus précise, région de confiance
minimale).
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