VRAISEMBLANCE CONCENTREE (C5, H, J)
(11 /09 /2020, © Monfort, Dicostat2005, 2005-2020)

Une vraisemblance concentrée est le résultat d'une modification d'une
vraisemblance comportant deux « paramétres ». La procédure consiste a optimiser

cette vraisemblance pr au second parametre et a réintroduire cette solution dans la
vraisemblance. Celle-ci ne dépend alors plus que du premier paramétre.

(i) Soit (L, B, (Po°) < o) un modele statistique image. On suppose que c’est un
modéle dominé, ie que (Py°) < o est une famille de lois dominée par une mesure
positive n et que ® peut s'écrire sous la forme d'un produit cartésien ® = ' x @".
On note alors 6 = (0', 0") le paramétre considéré, ou 0' est considéré comme un
parameétre principal et 6" comme un parameétre secondaire. On note alors :

(1) 0e® — f(x,0) ou f(x, (0, 0") = (dP&/du)(x) e Ri, Vxe &,
la vraisemblance du modéle.

(i) La maximisation partielle de la vraisemblance f pr a 6" € ®" conduit (en général)
a une valeur 6" de 0" tq, par définition :

(2) supf(x, (6',0") = f(x, (6, 6")), V(x,0)e X'x0O.
0" € ®"

Cette valeur dépend donc, en général, de x et de 0', ie 6" = ¢ (x, 0').

On dit alors que la vraisemblance f est « concentrée » pr a 6" ssi on remplace dans
(1) le paramétre 6" par la valeur 6" ainsi définie.

Par suite, on appelle vraisemblance concentrée pr a 6" la fonction f; suivante :
(3) fe(x,0) = f(x, (6',6) = f(x (6 ¢(x 0).

(i) Souvent, ® < RY et ©" < RY. Par suite, si f est différentiable (cf
différentiabilité), la propriété (2) implique la condition du premier ordre suivante :

(4)  De f(x (6, 6) = 0,
ou encore D; f (x, 0', 0") = 0, en notant f (x, 0", 6") =f (x, (6, 6")).
(iv) La concentration d'une vraisemblance est parfois utilisée dans la mise en

oeuvre de la méthode du maximum de vraisemblance. On optimise alors pr a 6' la
vraisemblance concentrée f définie en (3).
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(v) Le procédé précédent est souvent utilisé dans le cadre du modeéle de
régression ou du modeéele d'interdépendance (ou modéle a équations
simultanées).

Ainsi, le modele d'interdépendance linéaire suivant, écrit dans l'espace de
variables (&, 1) :

(6) Bn+C¢g =g,

comporte un vecteur n constitué de G variables endogénes, un vecteur § constitué
de K variables exogénes, un vecteur aléatoire ¢ a valeurs dans R® (G équations),
une matrice B € Mg (R) tq bgg = 1 (pour tout g = 1,..., G) et une matrice C € Mgk

(R).
On suppose que ce modele vérifie :

Ee =0eR® (espérance nulle),

(6) Ve =% = (ogn)an € Sc (R) (matrice symétrique),

e~ Ns(0,2) (loi gaussienne),

et qu’il est « observé » dans un espace d'observation selon By;+ C x;=u, (ou t =
1,..., T), ie (forme matricielle) :

8 VYB+XC-=U (notations évidentes),
ou (X, Y) est un jeu d’observations de (¢, n).
La vraisemblance (gaussienne) du modéle s'écrit :

7) f(X,Y,B,C,%) = |détB|" (2 n) ¢ (dét =) "2 . exp {-(1/2) . Q (X, Y, B, C,
)3

avecQ (X,Y,B,C, %)= Byi+ Cx) =" (By;+ C xy).

La maximisation de f (ou de Log f) partielle pr a ="' conduit & une condition du
premier ordre, d’ou I'estimateur correspondant :

(9) 2" = (BC)Mx (BC),

oUM=T'[YY,Y X /XY, XX est la (2T,2T)-matrice des moments empiriques
« CrOiS€s ».

La fonction de vraisemblance concentrée s’écrit alors :

(10) f (B,C) = f(B,C, %),
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et la fonction de Log-vraisemblance concentrée est de la forme :
(11) »£ (B,C) = Logf~™ (B, C).

Ces deux fonctions f ~ et £~ sont obtenues en remplagant X par X~ dans (7). Elles
ne dépendent que du couple de parametres principaux (B, C).

La méthode du maximum de vraisemblance (ici concentrée) revient alors a
maximiser la (Log-)vraisemblance concentrée pr a ce couple (B, C), ie a maximiser :

(11) £7(B,C) = -((G.T)2).Log (2 )+ T . Log |dét B| - (T/2) . Log =",

avec X~ = (B C) Mxy (B C)' (d’apres (9)).





